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第 一 音 ”Nevanlinna 理论 概要 


1925 Æ, R. Nevanlinna 建立 了 亚 纯 国 数 的 两 个 基本 定理 ， 
Fes TED RISA UAE SE, 几 十 年 来 , 亚 纯 印 数 信 分 布 理 论 
的 新 发 展 都 是 以 Nevanlinna 理论 为 基础 的 ， 所 以 作为 开始 的 一 
音 , 我 们 扼要 介绍 Nevanlinna 理论 2 在 本 章 最 后 一 节 还 将 介绍 庄 
ye O3S-F Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 一 个 重要 推广 . 


§ 1.1. Poisson-Jensen 237 


1.1.1. Poisson-Jensen 公式 


在 Nevanlinna 理论 中 ;下 述 Poisson-Jensen 公式 起 着 十 分 重要 
的 作用 . 

定理 11. ABR (OM EROR <) KE a, 
(a= l, 25 sM) bv = l, 2, N) 分 别 为 ICi) 在 lg] 
< R 内 的 零点 和 极点 ， 若 z 一 re” 为 ESR 内 不 与 a, b, 
相 重 的 任意 一 点 : 则 


R? — + 


4 (™ 
一 一 1 Rei? 
log |f (=) | 二 | og If(Re Nas — 2Rrcos(6~— p} + nee 
At 
+ $? tog Read ~ 3) s Ath} C1.1.1) 
“=l 7 


证 .首先 我 们 假定 在 1t| ER b. D 既 无 零点 又 无 极点 
这 时 log fl) 是 该 贺 上 的 全 征 函 数 ， 于 是 logit) 在 上 | <r 
上 Taylor RADE TARM 


D 关于 Nevanlinna Bit, WME BA Nevanlinna], Hayman], 
Tsujif, Tompasepr a Ccrposcxnl'!], pA 


logf (0) = 5| een OE = 工人 tog H Rede. 


(1.1.2) 
HERRAR, RET (LLLI) 式 中 x 一 0 的 情况 ， 对 于 一 
般 情形 , 命 
we R(t — =) 
R?—3t 
CHJ SR h lol sl MOSH zt RH w 二 0， Baty 


_ R(Rw +z) > _ ROCRw + 2) 
p= RRO id F(w) r( Re + } 则 FCw) 在 


[e] <1 上 亚 纯 , 且 既 无 零点 叉 无 极 成 按照 (1.1.2) 式 应 有 


ad 
log F(O) = 二 | i log Ft ww) 全 


但 是 


dw dr 5de CR? — |e] 
oH ay = 2 
w Tiwo riy + ae RO ay 


从 而 
tog Cs) = SE] tow Kt) 


Ri ~ jel 
CR? — EXE — 2) 
Æ lel =R E, C= Re, dl = iRedp, 
CR? — 80) (2 — 2) = (R? — Rre) Re — re”) 
= Re'*{R* — 2Rrecos(p — 6) + r} 
KAERA (1.1.3) 式 , 并 取 实 部 即 得 


log JF) | = E| tog JCR] 


dt. (1.4.3) 


x R 一半 de. (114) 
R? — 2Rrcosle — 8) 十 7? P. _ 


. SMO RM HR LARAMIE I< Rk ARE 
FALERA BA [l= R 上 18) 的 零点 和 极点 的 数目 


» J a 


是 有 穷 的 ,以 每 个 零点 和 极点 为 心 , 充 分 小 的 正 数 s 为 半径 作 小 加 
周 . 这 些小 禄 局 位 于 | 上 | oR 内 的 部 分 与 [Cf 一 Rk LBP 
Bee RRA T,， 它 所 范围 的 区 域 为 De 在 D。 内 

Jog CH) CR? — Jz?) 

(R* 一 af) (CE — 2) 
除 一 = 外 全 纯 , 在 8 = = Sh RR logt), AE 
残 数 定 理 有 


log f (x) 一 I, log (0) oe 一 Et z) 


可 以 看 出 在 © Sk MNBL, HREM DRH O int} 


Ti AU ULRO BE NP lee. FRE EIR E/N LAY 3p ae pa 
e 赵 商 于 0， 从 而 这 时 《1.1.42 式 也 成 立 . 

4 (OC 导 了 R 内 有 零点 和 极点 时 , 记 其 零点 和 极点 分 别 
为 aCA = l, 2, +0, M) F bp = l, 2, +N), 重 级 零点 和 
极点 须 按 甚 重 数 计算 . 命 


T ROL 一 五 
g(t) = 42) Wee 


PARK O 在 [| 宝玉 上 亚 纯 ,在 ol < R ABLASRRARA, 
根据 以 上 的 证 明 有 


log |g) | = + "tog lgCRe| 


x R? — rl 
R? — 2R+cos'é 一 pit 72 


dq. 


Ig Re) = [KR] (VS p< 2x), 


| RC he) 


log | gz) | = Jog | FLD] + > lag T5, 


Rts 一 aall, 
一 全 


— > log 
这 样 便 可 得 到 {1.1.1) 式 . 


1.1.2. 推论 


RL 在 定理 1.1 AE. KOE SR 上 没有 雪 点 和 
极点 ， 则 对 于 任意 点 Bs {=| =r < R, 有 


tog 14) | = £1 tog Re) 


x R? =r —  . 
RK? — 2Rrcos(@ — p) + r’ 

这 就 是 Poisson 公式 ， 
2. 在 定理 1.1 RE FA 0) = 0, 00, M 


tog 1403] = È |” tog Re Lae 


ap, (1.1.5) 


~ $ io + 3) io var (1.1.6) 


《1.1.6) 称 为 Jensen 公式 。 

当 gCo) = OW. 记 其 重 级 为 nt0,j 二 从; 4 FCO) = Oo ff, 
JH BAH oCh, f = 00). C4 (CO) + OW, NaCO, f = 0) = 0, 
fal RE 24 FCO) s co Hh, MI 20, f = OO) = 0, DBS reno, 

= 0) 一 20, 了 二 0)， 则 无 论 那 种 铺 况 在 原点 邻 域内 总 有 展 式 
PE) = et +t cr, 


年 
It 
fan 


命 


= IE) (EY co, 
cR" “一 0， 


gD) # lo) = R EWA, H g(0) 天 0 o, igi) 应 用 Jensen 
AK 1.1.6), FIR (gC Re'®)| = [f(Re™ |, ANG 


žu 
log {e,] + vlog R = i | log [fC Ret} dp 
Pe 0 


一 x log ait 5 log | 


G<igyl ER | ola, IKR 


RN 
log |e. | + n0, f = 0)logR -二 | log |{ (Re) [dp 


一 5 log -只 + > jog 一 


telapi <R | apl ocib lR D ,| 


+ nC0,f = oo)log R. 


. (1.1.7) 
这 是 Jensen 公式 的 普遍 形式 . 


$12. 特征 半数 与 第 一 基本 定理 


1.2.1. 特征 函数 . 


为 了 将 Jensen 公式 变形 和 定义 亚 纯 六 数 的 特征 函数 ;我 们 先 
DIRE ERM, 
ELLAF :>0, 定义 


log*x = max( log t, 0) = | 927 eh, {1.2.1} 
| airal, 
容易 看 出 ;对 于 任意 正 数 * 有 
log x = logtx 一 iogt 4, 


于 是 对 于 lel eR AWS fC) 与 和 < 二 下 和 有 


1 |? fey top ed \* + ig 
L (iog li Cre’) ide = È [logt tre) lao 


1 2x + 1 四 
ai eT P 


另 一 方面 ; 记 fe) 4 |z|] <r 上 的 极点 数 为 str , 站, ERR 
虚 按 其 重 数 计算 .以 nC0, DET ftw) 在 原点 处 极点 的 重 级 ( 当 
#(0) #00 BT, Mj C0, F) = 0). fi) £I< [se] Sr 的 极点 
TAD bp notro bns 每 个 by 出 现 的 次 数 等 于 ME & 极点 
的 重 级 ， 这 时 


之 log i = | log ~ aa, P — nc0, f)). 


分 部 积分 后 即 有 


r _ (tal, f} — 20, F) 
a a 


em 


同样 若 记 (oe lel <r 上 的 零点 数 为 4 (4), KOER 
点 处 的 零点 重 级 为 # (0,4), 记 He) 在 0 过 jel <r 的 零点 为 
Gis dzs 7s Ays 每 个 ay 出 更 的 次 数 等 于 其 零点 的 重 级 , 则 


于 是 Jensen 公式 可 以 写 为 


is 
tog [ee] + 2 | iogt —+ — agp 


2x e] 

n nL — a (0,4 
+ f seen) | + {0,1 ) log r 
=i feliCre lde + [2G P20. D ay 


+ 0, f) logr, 
APA ENE TR, Nevalia ™® 曾 引 进 以 下 几 个 函数 。 
eM 1,2, 
a 


mors f) = ip "logt |fCr e?) [dps 


1 1 {7 + 1 
= — t m dip,a oO, 
morphs) 二 人 os Tey 


mra f) 世 记 为 mir f= co) Be m(r > oO), 是 fw) | 的 正 对 数 


(1.2.2) 


在 lz| 一 + 上 的 平均 信 ; mm >- fj 二 4) 或 
mlr, a). 
定义 3. 
Nir, P) = | D — #0, f) di + n{0, f) logro 
1 r (+ ES =) (1.2.3) 
v(t) f, z del 
t a (0i Jog rs ame OO, | 
这 里 ”( nt) 表示 el Seb ja 一 WEAN BR 


—) 也 记 为 nt f= a) acs, a), 


TRRRERHE «(1 


a{0, 
a) BR (0, a). NCr, f) mane Nr, f = ©) RR NCO, co), 是 
f(x) 极点 的 密 指 量 ; (r+ —) ARLEN NG = a) NG, 


a), 是 fz) 的 «He. 

SMTA TO, D = mrs D +N, D. (1.2.4) 
TC. WA Hs) 的 特征 函数 ， TI E EAER. 

FÆ Jensen 公式 可 以 写 为 


leg |e, | + T (4) = TCr, f). (1.2.5) 


《1.2.5) 有 时 也 称 为 Jensen-Nevanlinona 公式 ， 


1.2.2. 函数 的 束 与 和 的 特征 函数 、 例 
为 了 讨论 有 限 个 亚 纯 国 数 的 乘积 与 和 的 特征 函数 ， 我 化 先 注 
意 正 对 数 的 儿 个 件 质 . 
设 afo = 1,2, +++. p) WER PPA BRK, M 
p r 
log* | H asl < wlt] max (1; ld} 


p 
= ve T max (1, ee} 


P P 
= > log {max(1, fe, [)} = > log* [ay] a 
1 


= r=] 


Lik 
1» 
logt Sa; 


vel 


bal 
<= va? |) if 
+ 二 1 


由 
= log™ | p (max | asl) } < Djlogt}a,] + log p. 
v rol 


据 此 , BC = i a” p wep le] €R 内 亚 纯 的 
be Wt Er R 


a T f ) <= Sal, fads 


PP 三 卫 v=1 


F t 
mòr D te) << D mre h) + logp. 
EHF 0 过 + oR 显然 有 


Ta) < EC 1, 


JE 


=l 


` 


= 
: fd 

TOONS < Dios fe). 
vm] 


` val 


p p 
(7, II fe) < 之 ， T{rs fy)» (1.2.6) 
» P 
T(n 4)< s PCr fa) + logp. (1.2.7) 
ral vel 
i. 
1) f(x} Be, 


这 时 mrs fP=log*|<|sNCr P=0, FH Tr, Slog le], 


2) fz) = cpa? + es +i ta 
bgt 十 B guy et +° + by 


当 了 充分 天时， 
mos p= [27 a)logr+ OM) p>g, 
Ot1) PS 7. 
NG, F) = qlogr, 


> ap, bg = 0, 


aa 
T(r, f) = max(p, g)logr + OC1). 
3) f(z} = er, 
这 时 
1 


, [23x mił 
mE, p= > F logt (ert) ee 一 元 | pf cos ad 
w w Ji 


= 一 一 ， Nr, D = 0, 


因此 T(r,f) =Z. 


1.2.3， 第 一 基本 定理 .特征 函数 的 性 质 
现在 我 们 证 明 Nevanlinna 第 一 基本 定理 ， 


定理 1.2. 设 f(z) 于 l| < R<) AWA, 车 a 为 任 


有 穷 复数 , 则 对 于 0 二 r+ 二 RR 有 


mòri) N (r) 


= T(r, f) + log |c:| + Ela, 7), (1.2.8) 


其 中 e, ATS 一- 在 原点 的 Taylor 展 式 中 第 一 个 非 零 系数 ,而 
le(a,r)| <logt|a| + log2., {1.2.9) 


事实 上 ,对 于 fle) 一 a 应 用 Jensen 公式 (1.2.5) 有 


T(r, 7 4 -)= Tr, f — a) + log fez], 
EH 
TCr, f— a) T(r, {) + logt lal] + log2, 
与 
TO, P= Ts fatal ST.f—a) 
+ logt|a] + log?2, 
便 立 即 有 定理 结论 ， 


为 了 以 后 的 应 用 ,我们 来 讨论 特征 函数 的 两 个 性 质 ，, 

DROE l| < R AEM, MB gle) = ee a, 
&.7,5 是 常数 ， 且 ad —#@r =o, W 

Trg) = Tr, D+ OU), <ra R, (1.2.10) 
由 于 o 也 可 以 表 为 


fe) 一 二 SEE 十 2 
Tg —a 


因此 我 们 仪 须 证 明 
TO, eg) TO + OUJ OZER, (1.2.11) 
事实 上 ， 


_ as 

Y 
T,= TIr, 4 = logt 
Gag) ny 了 a 


2 + T(r, 


+ logt 


—) + log 2. (1.2.12) 


而 
. 1 
z (oz + 3) = T(r, ri + D +t ODSTO, DD 
+ log*|r] + log+r]8| + tog2 + 00). (1.2.13) 
C1 2.13) FRA CL.2.12)5 BOPEC1.2.11). 
2) 设 站 在 |x1 SR Lem, AFS rR F 


T(r, H <logt*MGr, H < <E TCR: Ð. (214) 
当 f(s) 全 纯 时 ， Tor, D = P p 于 是 外 mr» f) 的 定 
必 ,《1.2.14) 的 第 一 个 不 等 式 是 明显 的 . 


至 于 C12.14) 的 第 二 个 林 等 式 : 当 Mlr; 刀 n 所 1 时 显然 成 立 ， 
E Mr, f) >l, 设 [Keo] 一 MD, RH were, AA 


Poisson-Jensen 43%; HR R s Te ad <ii, W 
eye 
log'M Cr, J) = log |fC2o) | 
1 Ix ， R! — r? 
s —] 1 Re ood 
ral og |f( Re?) | Ri —2Rrcos(@ — p) + r’ P 
Ir Y 
KREE. LD logt (Rev) dp = EEZ TR, f). 


R—r 2mr /0 


1.2.4. Cartan 恒等式 ， 级 


为 了 获得 特征 毅 数 的 其 他 性 质 ， 我 们 需要 H. Caran” 的 一 
个 恒等式 ， 为 此 先 证 明 
SURI. ke 为 任 一 有 穷 复 数 ， 则 
1 


二 | tog [a — e° [d8 = tog* la. (C1.2.15) 


z a= OY, 《1.2.15) 成 立 是 显然 的 ， 所 以 我 们 可 假定 # + 
o Hla] >i, We 一 #z lz] <1 ARASARARA. F 
是 由 Jensen 公式 得 


In 
log |a| =+ Í log la — ed. 
FE fa 


* jl « 


当 jj 过 1 了 时 ,一 2 在 jz|<1 内 有 一 个 零点 “而 无 极点 ,因此 


in 
log la] = = f log |s — e? [dG — log 二 


la| 
于 是 无 论 在 哪 种 情况 都 有 {1.2.157. 
定理 1.3 设 fe) fee] KR 内 亚 纯 ; 则 对 于 0 过 + 之 RR 有 


Tr. j) = 元 ver j= dO + logt FCO) E, (1.2.16) 


证 .对 于 fe) 一 <” 应 用 Jensen 公式 有 
log 140) 一 < 一 于 | legJKre — e° Jde 
+ NC P) — NG, f = e”). 
再 对 0 积分 ,并 交换 左 端 首 项 的 积分 次 序 则 
二 | tog JK0) — e” jag = 二 tog lfKre9 


Qe 0 da J0 


EEJ 
— e” laa} dp +N, Ò — > f N(r, f = e®)d9, 
x 


应 用 引 理 1.1,， LAZMA% log CO}, Ama MA 
1 


1 ("logt Cre) dps BI mra f). 


三 是 可 得 (1.2.16). 
(1.2.16) 称 汐 Cartan 恒等式 . 从 Cartan 恒等式 ,我 们 有 
Rl. T(r, 内 是 7? 的 非 碱 水 数 ， 
系 2 Tors f) 是 logr ADAR. 
事实 上 ， 
dTir, _ i |* ve 
Telsip nra f = 3)a0, 
而 alr f= e) 对 于 每 个 0 SO a) RE r TE A 
于 是 T(r, pD Æ logr MMA. 
最 后 我 们 引入 级 的 定义 ， 
定 尽 15， 设 SCRE Cro.) ERM RBM RH ro SO, 


* 12 5 


车 只 站 在 该 区 间 内 非 负 且 非 减 : 则 它 的 级 4 和 下 级 只 分 别 定 六 为 

1 = Im logt Sr) ， u= lim togt Sir) 

r= ologr i reo logr 

由 定义 1.5 BRA Saliga, 

i te) 于 开平 面 亚 纯 ， 则 Tr. BOO, ©) 内 确定 的 实 
好 数 , 且 在 此 区 问 上 非 负 与 非 碱 ,于 是 按照 定义 15，、7Ytr,f》 有 级 
SPR. 

定义 1.6. 设 fs) FREE, (2) 的 级 不 与 下 级 疡 分 别 
EXIT (rf) MRA ER. BS 
log? TCr, D, 


bg TO 


1 = lm 


a= li 


ra log r Tora log r 
应 用 定理 12,0(>,-1— ) 的 级 不 得 超过 f(s) 的 级 ， 但 是 
r(e 1 \ 
1 1 =a, 
"< 让 £ a 


了 f 1 
= Tog? Norig Zu \. 
于 是 我 们 有 下 述 结论 : 
设 函数 f(x) FP MUL WN FER EB o n (r) 


j—a 
的 级 不 得 超过 C2) 的 级 . 
深刻 的 事实 是 ,除去 至 多 可 能 有 两 个 例外 的 复数 ， 


n (于 -稀有 级 恰巧 等 于 O 的 级 ， 为 了 证 明 这 个 事实 ,我 们 
进入 下 一 节 关于 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 讨论 


$1.3. 第 二 基本 定理 


1.3.1. 第 二 基本 定理 的 简单 形式 
在 证 朋 R. Nevanlinna 第 二 基本 定理 之 前 ， 我 们 先 注意 一 简 


#134 


单 的 事实 . 
引 理 1.2. i AC), D % Is] < RCO) 内 的 亚 纯 函 数 ， 
MaFoctr< Rk A 


NC, Aid 一 xfr， m ) = NCr, fi) + NG h) 


—N(r,2)—w(r 4), (1.3.1) 


E. KV AO) 与 4.00) WRB F 0 和 oo。 在 相反 的 情况 ， 
仅 须 代替 1,00) 与 1,00) 以 它们 在 原点 Taylor 展 式 的 第 一 个 非 堆 
系数 ， 

NCrs fis) — N(r, ) 


fifa 


1 in L 
= log 一 一 一 一 一 A log lf x 
aa he E rrr oe CoO) 


= {1 È" log — m dp + bog If (0)! 
tz) 


4 If Cre’*) | 
+ inf log Tet dp + log jf. col} 
= Nr, fi) 一 N(rs +) HNC, h) N (r +) 


现在 我 们 证 明 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 简单 形式 , 网 含有 
三 个 密 指 量 的 形式 。 这 是 1925 年 R. Nevanlinna 景 初 的 结果 ， 

定理 1.4, 设 f(z) F le] < R<) PNA, 若 CO) 天 0， 
1, if C0) 40, 划 对 于 erR 有 


TNS NMG N+N (rt) +n (r,t) 


— NiCr) + Str, Ps (1.3.2) 
其 中 


Nir) = ONG, A) NCG PI +N (-. +) (1.3.3) 


e145 


以 及 
Sr, f) = m(>, £) + mir, -一 ) 


f 一 1 
+ log SEON a log2. (1.3.4) 


证 ， 从 恒等式 


mrs \scm(r, £) + m(r, i) iog2。 (1.3.5) 
nora pen we anona 


mÍ i 
(2 4)=r7 r,- N (52) + log or (1.3.6) 


aerae 


m(r, I) mle = -) + {x (> E) 
— N (r, 二 二 十 log KON f 
HEARE Er hA E 1.2 得 


m{r, ETE) = mhr) 
+ {NCr, Dr Nl sty) 


— Nr, p — u(r 了 (1.3.7) 
(1.3.6) 5 CAD MARA (125) M32) HENC) 


Sr, f) Dale 3.3) 5 0.3.4) 给 


TE) 应 用 Jensen 公式 有 


s 15 6 


注 ， 定 理 1.4 中 ACO) 关 0,1,% 以 及 PCO) 0 并 非 本 质 的 
限制 ,它们 只 是 在 应 用 Jensen 公式 时 需要 用 到 ， MARAE, 


仅 须 将 祭 项 SC, f) 中 的 项 iog s KU D| agema 


RETT. 


1.3.2. 第 二 芝 本 定理 的 普遍 形式 

现在 我 们 来 推 避 Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 普遍 形式 , 它 是 
出 Colingwoodm 和 Littlewood 推广 Nevanlinna 的 结果 (定理 1.4) 
而 得 到 的 . 

定理 1.5. 设 函 数 fe) Fl] €R 内 亚 纯 ,不 赔 化 为 常数 X 
设 ae — l, 2, oo 9) G2 个 有 穷 复数 ,并 且 a ey |a,, 
—ay,| a> 0, FO) 0, 00; 了 (0) 于 0, 则 对 于 0 过 + 二 RR 
有 


mr y D + Dy alr, a,) Tir, f) — NiCr) 十 SCry Pa 


(1.3.8) 
这 里 N.Cr》 仍 由 (1.3.3) 式 确 定 ; 而 
¥ = P £ mF ; t 
SC, f) m| , ae (> £) 
+ 29 i 
+ glog x + jog2 + log FO] 。 (1.3.99 
Fi) = Y a 


. wei fis) 一 ty 
对 于 + 的 固定 的 值 ; 记 EWG =I1,2, se, g} 0 ELIE 于 的 
RAE Ce) — a;l < z. 
当 yj O€ E; 了 时， 


» ji a 


lire") — a) > Ja, — a] — [f(re®) — ay] 


> sf 一 ix). 


F(re®) = 1+ £ fre) — a a, 


1 
f(ref?) 一 a; | vay fre?) 一 a, 


|F Cret): > 


a hag 
eal (9 Ds 


>l 
2 其 re — al’ 


广 意 当 De E; MA CCE yo +i), FR 


log? | F(re'®)] > log” —-_-1 —] 
|fCre#) _ a; | UB2 
5 1 
+ 2 
> 之 vee Tire?) a 78" A log?2. (1.3.10) 


当 6 不 属于 【Ej 时 ,上 式 显然 位 成立. 
了 一 让 
AF O<6<2e, EA U310. Mig 


4 
=n I 
mlr, F) > > m(r, wy) 一 glog* = 一 log 2, (1.3.11) 


ræ] 


我 们 再 等 求 mO, F) 的 一 个 适当 的 上 办 
mar, FA mr, f ral 
C, F) < mC fF) + m(rs a) 


t 


1 
jt 


mlr F) + TO YN (-. 5) + log app 61312) 


" 17 « 


T(r; 1D = mtr, r) 十 Pr， t) 


Somir frm (r £) + NCr, 7) 


` 


= Tlr, +m (>. £) + INC, P) — NCr a PX} C1.3.13) 


将 (1.3.13) 代入 (1.3.12) 后 再 与 (1,3.11) 进行 比较 , 即 得 


mors D+ > m(s, 4+ _\< arr, f) 


v=] ` 了 一 a 


上 bl r FN 2 
+ om (7> 之 二 =) + n{r, 了 了 ) + glog =2 


+ log? 十 log C1.3.14) 


_i . 
f° 
1.3.3. 对 数 导 数 的 装 本 引 理 

为 了 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 将 证 明定 理 1.4 与 定理 1.5 中 的 余 项 
Sfr D Er BFR BRE Tos D 的 增长 缓慢 . 在 定理 
1.4 中 ;对 于 一 个 确定 的 函数 f{z) SCO, 办 里 的 后 两 项 是 常数 , 秃 


前 两 项 具有 相同 形式 "(+， 丰 ) 和 wr， LX), pep ae 


PL £ 8 ai 
sim (>, L ) 的 增长 问题 ， 
就 一 些 具 体 的 函数 KO 来 说 ，m (r, L) 的 增长 性 比 Cr， 


DE 这 是 容易 置信 的 ， 例 如 当 f(z) 为 一 个 让 次 多 项 式 POM, 
TO, P) = kogr + OCs mim (r, Z) =0 >r) Ki 


» IS + 


fa) = er, 在 1.2.2 中 已 曾 计算 TCr ot) = E, fime, cc) 


= 0, (LEE WE MRED PCIE 一 个 深刻 的 事 
实 ， 它 由 下 述 Nevanlinna 的 基本 引 理 所 表达 . eee = (log fy’ 


所 以 也 称 为 对 数 导 数 引 理 ， 它 在 Nevanlinna 第 二 基本 定理 里 起 车 
关键 的 作用 ， 这 里 采取 了 G. Valin 改善 后 的 形式 ,这 种 改善 
MELE IR RIC AD Borel 方向 的 应 用 来 说 是 重要 的 ， 

5 ie 1.3. Re H(z) 于 jz| < RES) 内 亚 纯 ， 车 (0) 2 
0, co, WSF Omer cpt Rk K 


£) +1 + 了 +1 
m| r, -—} <0 10 + 4log™ log —_—_ + 2log” — 
( ff j7Coy] Ey 
+ 3logt 上 + 4logta + 4log" TCp, P). (1.3.15) 
— Y 


3, 由 于 在 = Clog f), 为 了 获得 (+, 后 ) 的 信 计 ， 我 们 从 
关于 Jogf 的 Poisson-Jensn 公式 出 上 发， 然后 取 其 导数 如 以 估 计 


wow ere’, Ty 
a2 


， 1 zæ 2 ; 
1 5 ! 二 人 1 ir _ eT 
og | f(=) | Ža 9 og | 人 ec 1 p? — 2pr cos p — 6) + r? ae 


el log (0° Bae 
islo jole — a Tal 2, Fe — bF 


上 -一 = Re( ec 二 -) 
o 一 2pr eos{p — 6) +r? pe? — x > 


in . ig 
log f(z) = 1f log |f(oe'") | LE dp 
2x +0 pet — x 


P dx em be 
一 D) log plz — 4,) + $ log plz — b,) + 1C, (1.3.16) 


+ [9 a 


对 各 项 取 导数 得 
A) 1 (™ log ee) | 20 ap 


f(x) 2 z7 
aal — p Fo E) 
一 Cx aes 2 G42) +2 Cz are 二 Byz)’ 
当 |z| =r 时 
| 一 着 — oe — Jee!) | pi a 
Cz — apC ~ a2) le — a2? [pts a.) 
=<? Pael eta 
Ce? 一 pr}? plz — al) 《ep 一 pz — al 
同样 有 
. Ale < pP pz — Biz | 
Cz — be! — Bz) j Ce — rY pols — bn)’ 
于 是 
ay? 2 一 Byz 
+ zg Ga, ) t aire }- 
但 


< ITa, D + log ~ 


HOI I" 
因此 
logt Kosi je+ 一 2e FF logt2TCo, f) 
+ logtlogt o + Dlog* — 
2 
+ Slogi- + log ete +n (e. +) + 2), 


对 于 函数 Oo ae 应 用 Jensen 公式 有 


plz — 4, 

log la | \ > -二 + log” jel 

i 
Belo g5) = aei Be 

=N (o; 二 ) 一 N(r， }) 
间 样 

Emr, =i) = NKp， 万 一 Nrs f). 
于 是 


my, £) < 2log? + logo -+ 2log* -= 
M 一 一 


r 


+ + + 1 了 
十 1og+ 人 (py 门 十 log log yoo + Noo» D 
-NGN e- y-n(+ 4) 


+ log ee (4.2.17) 
WT hit x(p) = oles 用 + n (p> +), W aCe) FAERIE 
指 量 为 NCp). 我 们 取 o's 使 < eR. 由 
NG) | MO > nlp) ee 
月 t f 


有 
wo) < <P — NC) < LATED 
e —P PTP 


+ logt 


KOA 


于 是 


log*{n(p) + 2} < logtp’ + logt —+ 
pp 


十 log*logt KO + log* Te’, f) + 4log 2. (1.3.18) 


为 了 估计 NCe) — NCr) tem NCO 是 loge AR WE 


Or cect oR 
NCo) — NG)  NOo'V— NG) 


loge — logr log ep’ 一 log x 
Bl 
leg £ 
z 
NCP) — NCr) S -—— NCo"), 
log 2 
z 
由 
log 『 di = 一 上 , 
r J f r 
lof tat, 
r T t P 
得 
6 bcr ， + 1 
NNOD + "1 2 To's f) + log* — — 
gas TO 
AX e {678 
p= r4 r(p — r) (1.3.19) 


20° {TC e's P + logt — l . 
o ÈTC, A+ log Kort 
al Or<p<ip ER, E 
NC — NC) l. €1.3.20) 
由 C1.3.19) 有 


+ 1 “4 1 
log Oy; & logt > + log* --— — -+ log to 
pP 一 


+ 


<- 227 « 


+ wate", f) + log+log+ + logé, (1.3.21) 


-l 
H) 


又 由 
p=r a TE, 
A 
-e= rer, 
BATI 


togt 一 < log2 + log* 1 
p—Pp eo 


(1.3.22) 


3%C1.3.18)5(€1,3.20),01.3.21 404 (1.3.17), HARG. 3.22) 得 


m(r, nee 9log2 + 2log3 + 1 + 4logtlogt 
O 


+ 2log* 一 十 Slog™ 一 一 一 ~ + Alog*e “十 4log+TCo f). 
p 
这 就 是 引 理 的 结 


1.34, Borel 引 理 
在 引 理 1.3 关于 mm (r> E) sith RAM tox Tos As % 


了 处 理 这 一 项 , 我 们 还 需要 关于 单调 函数 的 一 个 引 理 . 这 个 引 理 
本 质 上 是 属于 Bod™ H, 

BIB LA. (1) 设 TOJE reir <0 是 连续 、 非 减 函数 ， 
T(ro) = 1， 则 除去 * TRE Eo HEA 


T(r + FG 5) <2T(r); (1.3.23) 
EL E 的 线性 测度 不 超过 2. 


QQ) TO) 在 nr €R < co REM ERB, 了 (x6) 
= l, 则 除去 * 的 一 个 集合 E Riba 


T (-+ 7 T5) =ar 270+), (1.3.24) 
R— Pp 


EÍ dr 2 eR rp cp <p RG 与 R 一 p' < 一 一 
[4 


-Fo Rr 


> 


则 在 区 间 Ce, 0°) 内 必 有 = 使 11.3.24) 成 立 . 

T. OARDERE oS r < 之 co 桓 成 立 , 则 引 理 中 (1》 
EOAR. CERIN a id E 为 使 (1,3.23) 式 不 成 立 的 
(SrA, AY Cr) PERM, E 显然 是 闭 集 ， 

记 . 


ri = min Egs r= r 十 一 一 一 


TCI 
， , ， 1 
一 E A zy 2 > 2 一 + — 一 4 
ra min{ of Er X} r ři Tor) 
ra = min{ EN ir. Oh, r= r,t TERY 


SEAT no Wor, 不 可 能 趋 疝 于 一 个 有 人 穷 的 极 陋 r, 
AG ARS AF ore r SG realy = 1,2,-°-), 则 六 也 趋向 于 *。 
但 是 对 于 所 有 的 > 有 


1 上 
?0 
TG) TO) 


这 便 推 得 一 矛盾 , 于 是 lmr = co， 从 而 Eo {U Cree dh. 族 


mesE, < Do 一 r) 一 SS 
注意 rv = 1, 2, -OMAT Ey, 因此 
TO) D TG) > 2) Be BOT) BI, 
于 是 >- 


. 24+ 


1 2. 
ge 


(2) 作 适 当 的 变数 替换 ,使 化 为 1) ATA, BRE RAB 


Imes 五 0 < > 


p = log 1 a r=R—e?, oy = log > 
R— rf 


E 一 fo 
则 TCp) = TCR 一 e) 就 是 在 en <p < oo 于 定义 的 函数 ， 根 
据 (1), 使 

Ti(e+ ae Fey) > 2M) 


ARIZA >e) 构成 集 E, REMERA 2. FT EW 
的 集 人 台 记 为 Eo， 则 


TO) <2TCr)s 


i 1 
log ——- = | + 。 
“8 R= r °8 R—r Tir) 


Lh a 
r= R — (R — rein = er + OR — {1 — ere}, 


AY 


at = log R=? 32... 
e R—# R— p 


TEER Co, o>) 内 存在 值 AR Eo, BO 
r(r+ 2 TG Toy) S20 r) 


1.3.5. 第 二 基本 定理 的 祭 项 


应 用 引 理 1.3 和 引 理 1.4, 我 们 可 以 对 第 二 基本 定理 的 余 项 进 
行 讨论 . 

定理 1.6. 设 MOEA, KEES, Sr, F) h 
定理 1.4 由 的 (1.3.4) 或 定理 1.5 的 (1.3.9 确 定 ， RS f(z) 为 有 穷 
级 时 有 


SCrs f) = OClogr), fr 一 00): (1.3.25) 
H2) DERRE 
SCr,f) = Of log(+TCr, A>}; (+ — 00), (1.3.26) 
豆 能 须 除去 一 个 集合 E.R A. 
w., RIRE BEM 1.5 中 的 余 项 ,至 于 定理 1.4 中 的 余 项 形 
式 重 为 简单 ,完全 有 相同 的 结论 . . 
若 记 


IIE 


pi = [| C0) — 4), 


刚 
r = r £ m p 
s(rs f) m( ， C) + (r £) + 001). 
当 f(z) a MAA, 
TONA, Gr > re), 
im 


D Ge) FER WARIS Cz) 在 [2] oo WHE AN RUT ARE 
2) 由 引 理 1.4 的 证 明 , Se ET Re a — NUKO E 3 OA, 


26 + a 


To. pS D TO, apaq + OC). 


E5 13 PIR po = 2+, KJ 
mr £) == OC log rs mi 全 e) == OC log r),Cr 一 oo), 


从 而 
SCr, f) = OClogr)s fr 一 œ). 
当 藉 轨 为 无 穷 级 时 ， 存 在 rn fE Tra H > 1, Timp) >l. 
由 引 理 1.4, 相 应 于 T(r; DA TC, pR RIME ED D Ei En 


WU mesE, << 2(j = 1,2). 当 rECEIUE2) 取 po 一 


t - 
+ TD 
m\|r É = a r r 
(rs £) = olor7(, D} 
m|», Z) = Ollos CPO Cr w). 
Man 
Sr, i) = Of log TC AY}: C= œ), 


除去 ”的 一 个 集合 。 其 线性 测度 不 超过 4. 
由 于 当 a, ATI, HCO) = a, 时 有 


十 -am <= Tr, J) + leogtla,] + log2 


log —— 1! 
K0) — a, | 


É 1 1 
ERASE z) ORTA 
FRE 15 PUSK 

定理 1.5'. SRK j(z) 于 开平 面 亚 纯 , AMER. WE 
av 125-95 g) H 23) 个 判别 ?的 复数 (于 中 可 以 有 一 个 揽 


1) Hi “Ox Z, co p PRATAS. 


Z 
V7 «27 « 


数 等 于 无 穷 ); 则 
《2 一 2)T(r, pe >> N 人 


"=i 
这 里 NC) 仍 如 (1.3.3) 式 表示 ， ma 及 基肥 定理 1.6 中 所 表述 的 
剑 项 的 性 质 ， 


t) — Nir) + Sr Pa 


$ 1.4 第 二 基本 定理 的 应 用 
14.1. Picard-Borel 定理 
为 了 从 第 二 基本 定理 导出 Picard 定理 ， 我 们 先 注意 下 述 事 
sc. 
引 理 1.5. 没 f(z) 为 天 平面 上 的 超越 亚 纯 函 数 ?， 则 
Em TO 一 o, (1.4.1) 


yon loge 
证 . 设 若 和 不然， 到 存在 一 个 适当 天 的 正 数 对 和 一 列 趋 于 死 穷 
HEX r,， 和 使 lim Tr) <M., 出 Nevanlinna 第 一 基本 定理 


vers jogry 
v4) 


lim NGP) 一 M, lim ———— <M. 
r log ry were log ry 


于 是 在 开平 而 上 忒 本 的 零点 数 旦 和 极点 数目 都 不 超过 对 ， 作 有 理 
BR RO, E5 F0 有 相同 的 零点 BER. 重 级 也 相间 , 则 


Hts) = err}, 其 中 g(x) 为 整 函 数 ， 


由 于 R(x) BARK T(r, R) = OClogr), TE 
T(r ) Tres P) + Tre R) + OC) = OC log 74), 


D FF Lee ERA Be REE a 


+ 2h + 


从 而 


log M [7,, t) < itt r in, t) = O(log r). 


ery 一 Fp 
因此 对 于 ji = r 上 的 任意 点 * 恒 有 
Re g(x) = log ex = OC log ry). 


MARI Liouville 定理 (参阅 Titchmarsh [1 186—887) TH, gie) 
为 党 数 , 即 fle) AAEM, SSRI TI. 

现在 我 们 有 以 下 的 Picard 定理 

定理 LT 18 fle) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 尔 数 , 则 zw} RS 
上 复数 无 穷 多 次 ,至 多 可 能 有 两 个 例外 值 ， 

证 ， 若 定理 绪论 不 成 立 ， 即 存在 三 信 判 别 的 复数 afz> 一 1， 
2,3) Rife) 一 gv 只 有 有 穷 个 根 ， 从 而 . 

NCr, ap) = OClogr), C» = 1,2,3). 


fiz 


g(z) = He) Z A, A277 a3 (1.4.2) 
ie) i @) — @ 


则 


u(r.) +N (r => -) + NCr, g) = OC log 7). 


对 gL) 及 0,1,00 应 用 定理 14, 并 计 及 定理 1.6 得 
T(r, gz) = Of log (rir, g) 
至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 不 超过 4 的 集合 . 于 是 
lim Tosg) < o, 


ron logr 


根据 引 理 1.5, gle) 为 有 理 疼 数 , 因 此 Hz) HRA BRR eS 
TR RRHF I. E 

E 17. RR fle) TAREE, EER. oe 称 为 
fs 的 Picard WAME €E JO) -a BAS, 

FE 1.7 可 知 ， GREE AEBS Picard 例外 值 至 多 只 有 两 


» 29 = 


个 ， 上 界 2 是 精确 的 ;例如 e" 有 两 个 Picard 例外 值 0, ©, 测 对 了 于 
TEARI EEH a,c 一 a 都 有 无 穷 多 个 零点 . 
应 用 OR. Nevanlinna 第 一 基 志 定理 ， 还 可 立即 异 得 Borel 定 
理 ， 为 此 先 引进 Bore 例外 值 的 概念 . l 
EX LE Koo PR, 2 为 有 穷 正 数 ,a 
为 任 一 复数 . a BH Hz) 的 Borel PME 


Gm eee fea) n, (1.43) 
ree log r 


引 理 1.6. AR FI RIA Ra OTT ER, NW fe) 
PASE a Borel PSMA AE BESS SUS TE 
lim log NCr, i= a) <i, 


r+ log r 
I, 由 
area) ~ L 22 p 2 = pg NOP fea) (ret) 
> ， 
NC f= a) = NGw fay a [Meta 
< nir, f = ajlog £ 
to 
易 知 


Tn os NGo f= a) GQ rima, 


Foo log r r+ log r 


于 是 引 理 的 结论 可 立即 从 定义 得 到 . 
定理 1.8. eRe) TA EERE Ba XA IER. WM Fe) 
的 Borel SMEARS A+, 
证 ,假设 定理 结论 不 成 立 ,; 则 存 生 三 个 判别 的 复数 a. 一 1, 
2,3), 使 得 fx) 以 a, 为 Borel 例外 值 . 根据 3[ 理 1.6; WA 
iim log Nr ,f= ay) <i 


r= log r 


C» = 1,2,3). 


无 妨 设 atv 一 1,2,3) 051, 0, AMIE .4.2 BATE 
ARR. Mf) 到 及 0,1,00 应 用 定理 14 与 定理 1,6, 注意 
F (Ge) 为 有 穷 级 , 则 


TCr, PD < SING} = a) + O(logr). 


于 是 
Em LTC D 24, 
re logr 
这 与 f(2) 的 级 为 4 相 矛 后， 
显然 f(z) 的 Picard PSM KE AY Borel 例外 值 ,于 是 在 有 
SEZ, Borel 定理 发 展 了 Picard 定理 ， 


14.2. SER 


Nevanliana 第 二 基本 定理 不 仅 包 含 了 Picard-Borel 定理 , mH 
从 它 可 以 引出 亏 值 \ 亏 量 的 概念 ,得 到 重要 的 亏 量 关系 ， 

定义 1.9. 设 7(x) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 , a 为 任 一 复数 . 
定义 4 对 于 f(x) 的 气量 (或 简称 为 气量 ) 为 


5 tim ™(? Fae) (nots) 
Sla, f) = Fae TG, 万 一 工 一 lim Tr, DD 


ERAD Su f) <= 1. 

HEM L10. 复数 a 称 为 亚 纯 函 数 f(x) 的 亏 值 ， 若 基 亏 量 大 
于 0， 它 也 称 为 Nevanlinna 例外 值 ， 

租 路 地 说 ,。 是 f(x) POS I EL fe) 一 a 的 零 
点 比较 “稀少 ”. 它 是 Picard 例外 信和 Borel PSP Hake, 不 过 
一 般 说 来 更 加 精确 . 

定理 1.9. 设 jCz)》 为 开平 面 上 的 超 泸 亚 纯 函数 , 则 j(z) 的 村 
信 至 多 为 一 可 数 代 , 且 


Eala, f) 2 (1.4.5) 


« 3] = 


IE F alo 一 l, 2， :的 为 一 组 互相 判别 的 复数 , 风 由 定 
#154 


4 m(r,-4_) 
tn gia} <i aes F) | tim Str, j) 


$ <] 
ro St Ta ree TCrsf) F= Trt) 
于 是 
Ex <i Zeer) <2 
之 fys DS kim Ter, f) Da 


从 而 对 于 任意 正 吾 数 7, HO SEAT 1/i 的 亏 值 少 于 2i 个 , BE 
E1a:8(a, f) > 9} = Ù E EHC p> +}. 

因此 f(a) 的 亏 值 可 多 为 一 可 数 集 .在 fx) 的 亏 值 中 任意 取 有 限 个 

aslo 一 1,2,… DBE Do Ben NS 2， 从 而 所 有 写 人 的 二 


总 和 不 超过 2. 
SRAM LR 2 是 训 以 达到 的 .例如 对 于 <” 有 
CO, e1) 0, e7) = 2. 
fs) 为 超越 整 函数 时 ,显然 Co, f) = 1, 于 是 
Dala, f) EL (1.4.6) 
ae 

设 fe) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 ， 若 “ 是 fle) 的 Picard 
PISME M e 必 为 OS A 8a, f) = 1. 于 是 定理 1.9 包含 
了 定理 1.7. 

注 .事实 上 ， 亏 值 最初 是 由 Collingwood 引进 的 ,但 是 Collingwood 
PALATE SPOR CEM 1.5) 是 Nevanlinna 基本 不 等 式 ( 定 
理 1.4) 的 推广 ， 所 以 通常 还 是 将 亏 簿 称 为 Nevanlinona PSMA. 

-在 获得 Picard 定理 与 亏 量 关 系 《 定 至 17 与 定理 1.9) h R 
们 都 假定 了 通 数 fs) 是 超越 的 ， 当 f(z) 为 有 理 函 数 时 ,相应 的 结 


a 325 
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论 (定理 1.7 的 结论 须 改变 为 取 到 任意 复数 ) 也 可 用 类 似 的 方法 证 
明 ， 只 要 注意 到 pe) = 了 Ce w 


Qe) 
mr, F\<m(r, 2) + mfr, 2) =0 (r= œ). 


于 是 这 时 R. Nevanlinna 第 二 基本 定理 的 余 项 有 S(r,f) = OC1). 
当然 ,在 有 理 酒 数 这 种 简单 情况 ;用 直接 蛤 算 的 办 法 还 可 以 得 
到 更 强 的 结论 . 
设 ft) 为 有 理 逊 数 ; 则 He) 能 取 到 任意 复数 ,至 多 有 一 个 
Picard P ME. 并且 e) HUKATA. 


1.4.3. Bia 


现在 我 们 来 推导 Nevanlinna 第 二 基 术 定理 的 另 一 形式 . 
HAR f(z) 于 jx! ORC) Aika, « 为 任意 有 穷 复 数 ， 
对 于 0 之 + < Rar, 了 一 a) 表示 在 |z| 所 + 内 ,了 lz) 一 «的 


零点 数 ,每 个 器 点 仅 计 一 次 , 它 有 了 时 化 记 为 #7， 二 二) 或 EC 
a). 又 记 


_,，， 、 [Os # K0) a, 
HOt a= i," 着 O) = a, 


Rj a) (Het 一 中 一 区 of 一 ou 


身 


+ 20. f = aj}logrs 
称 之 为 f(a} 一 a AONE RUA N (r, = ) NC), 


f—-—a 
类 扫地 有 nCr f= co} {或 arf), ary oO) Nr, i= oo) 
CR NC A, NCr, )), 
由 定理 1.5, 若 ao = 1,2,…… ,9) 为 一 组 判别 的 复数 , 邓 
GG DT DS D N (r, h) — NC) + Sr, F)» 
val 


f-4, 


» 33 >» 


其 中 Str, f) RAH 1.6 所 还 的 余 项 人 性质 . 
我 们 来 讨论 NiCr) 的 性 质 . 


Nir) = 2NG H NO, PAN (r, +} 


记 
2NCrs f) NC, f) = | Hef a 


20 è 
+ nO, f = co Jlogr, 
它 是 重 级 极点 的 密 指 量 , 其 中 mes 一 oo) = 22Ctsf) 一 LETSO N 
E JOTE e WA~ A RERA. alr, f = o) so 处 计算 
k= 12k, NË a E-AJ, fe) 一 a Æ so hA-TPAH 
1 是 记 


PA Ma(r 2) te ae 处 计算 下 一 1 次 . 


ms) = nt, f= 0) +n (z, 7) 


5 NC7) = | MOK MO ay + ai(0)log r。 它 是 重 级 值 点 密 指 
量 . 对 于 任意 复数 *( 有 穷 或 否 ), E f(z) 一 2 在 zw 处 有 一 个 上 
EFAN me) 在 a 处 计算 一 1 次 ， 于 是 


© nl», L) -No SR, 1 \. 


vod fa, f—a, 


Ai Nevanlinna 第 二 基本 定理 可 以 写 沟 


lt 
ba 


Cg — DT N< DIN (r 7 \+ Sirs f) (1.4.7) 


定义 111. 设 fo) 为 并 平面 上 的 超越 亚 纯 函数 ，。 为 任意 
BW, EX 
— jC a) 
at) =i lim Tea? 


= ttm MO ONG, a) 
Kas f) i im Tr D . 


HLADA 


Sla, 1) + Oa, f) = lim mra a) 2 + lim NO —NCr a) 


T(r, rw T(r, fp 
<i mers a) t NCF, o 
im T(r, Ð Ka, f), 


我 们 有 
定理 I.10. 设 fe) 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 ， 则 使 OCs, 
D > OM e 至 多 是 可 数 的 ;并且 


之 {Cas 1) + Oa, 1)} E > Oa, DÉ (1.4.8) 


EX 1.12. 若 ror 一 4 BUS CS @ 为 0 时 , 则 相应 地 为 极 
点 ) 的 重 级 均 2, 则 称 4 是 fe) 的 一 个 完全 重 值 , 
系 1. 在 定理 1.10 假设 下 , jz) 的 完全 重 秆 至 多 有 4 个 . 
BSA ee ftx) 的 完全 重 值 , 则 
ola, f) = — lis “NCr, a) 
{a f) = 1 m Te 


> 1 — Tim Nore 2} 2 (1.4.9) 
于 是 由 (1.4.3) 式 可 知 fle) 的 完全 重 值 至 多 有 +t. 
系 2. ik Ke 为 一 超越 整 函 数 , 则 f(z) 有 穷 的 完全 重 值 至 多 
有 两 个 . 
事实 上 ,对 于 整 函 数 f=) 有 


>) Oa, pL (1.4.10) 


A (1.4.9), 立即 有 系 2 结论 . 

系 1 和 系 2 的 结论 都 是 精确 的 ， 例 如 Weierstrass Hi HB 
Piz) FAFE, CREASE 

BY = {P — a HPE) 一 HPE — aho (1.4.11) 
HE auan a 是 互相 判别 的 有 穷 复 数 ， 显 然 当 Ble) = ar 一 
1,2,3) 时 有 P(e) = 0, TF a,(» = 1,2,3)4 Piz) 的 完全 重 
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B. MCALEER Bi) 仅 有 二 级 极点 ,因此 oo 也 是 p) 
的 完全 重 值 ， 

sing 是 一 个 整 函数 ，1 和 一 1 是 它 的 两 个 完全 重 值 。 因 为 当 
sihs 一 二 1 了 时 .显然 其 导数 cose = 0. 

He 3. 1% f(z) OFA Lea. Mik af» 一 1， 
2,°°°, p) 为 一 组 判别 的 复数 , itv = 1,2,--+, p) HAF INE 
y. 车 fle) — atv = 1,2,°--5 +) WSs SBR Si. K 


S—t)<2, (4.129 
#=1 ` r 


51.5. 第 二 基本 定理 的 推广 


在 本 节 单 ， 我 们 考虑 将 第 二 基本 定理 中 的 常数 易 为 函数 的 推 
F. 


15.1. ENRERE 


R. Nevanlinn 曾经 在 含有 三 项 密 指 有 最 的 第 二 基本 定理 【 定 
理 1.4) 中 将 常数 萄 为 增长 性 较 恬 的 函数 。 他 建立 了 
定理 1.11. 1M FOS oo) 一 1,2.3) 在 开平 面 亚 纯 ， 


上 县 
TCr, p= ofTr, P} 《> 一 1,253), 
K . 
{1 — ofl) Tr, p< > nfr, j = \+ $07. f9,CL.5.1) 


其 中 SCr。 f) 具有 定理 1.6 FRAIL RTE. 
事实 上 ,苦命 
_ fa) — ots) , oz) — efx) 
eD = o pa) ptaoee? 8? 


则 直 定 理 1.4 得 
3 36 «+ 


É ‘ 1 
Tera) <M g) + NI rs +) + Nlr, +) 


+ Slr, 0). (1.5.3) 
FA (1.5.2) 有 
ol 1 P: Piel 
一 中 3 Ps — piP: pe } 
于 是 
T(r, f) S T(r, f — wa) + Tr, p) + log2 
< Thr, H) 4 (T(r, 9) 
Sf p 
< Tr, g) + oC T(r, fi). 
从 而 
(i — ol ITO, J) < Tees g). 
由 (1.5.2) 易 知 
NCr, D+N{s, tins, I \ 
y E? E— 1” 
I 
< a Nr <=) + N (r, 本 一 p? 
B 1 o` ‘ 1 
+Nir, +N ile, 
. \ P Ea) \ Pi — Ps” 


< > x(r， ez) + of Thr, j). 


val 


这 样 由 (1.5.3) 即 有 05D. 
此 让 根据 《1.5.2) 式 有 
gz) 一 P Palga = Ze til, 
P: 一 Pit f — Ya $ 
ix 
T(r, p) & {1 + oC Tr f) 
4 Ke) AAW, ele) PHAR, FR (1.5.3) 式 中 
的 余 项 SCrs g) = OC logr). 当 fe) MICAH, ele) 亦 为 无 
+ « 37>’ 


BH. SCr, g) 一 OL log(r T(r, g))} = Of log (r T(r, Dh 除去 
一 个 测度 为 在 穷 的 集合 . 

基于 定理 1.11, R. Nevanlinna 曾 提 出 在 第 二 基本 定理 的 一 般 
”形式 《定理 1.5) 中 ,是 否 可 以 把 常数 都 替 移 为 增长 性 较 慢 的 函数 . 
他 还 指出 把 常数 替换 为 案 项 式 是 不 难 做 到 的 ， 但 是 要 替换 为 一 般 
项 数 , 则 十 分 苇 难 . 

一 些 百 殊 情 况 曾 先后 为 J. Dufresnoy") AR ROK“ AT St A 
J. Dufresnoy 743] 

定理 1.12. RR f(x) THYME, AAA, 
车 PC» = 1,2, tt, q) yg ARRA d 的 多 项 式 ， 互相 
FE), 则 对 于 0<r< co 有 


《9 一 了 一 297 Cr, D < 5 nfr- 


ai f—P,/ 
+ SCr, jh 《1.5.4 
这 里 Kr: H 具有 通常 余 项 的 性 质 ， 
HERA SE HE 1.12 前 , 我 们 注意 一 个 事实 . 
引 理 1.6. RAR f=) 于 开平 面 超 赵 亚 纯 ， 则 对 于 任意 正 整 
MAA 


m(r, i) = Cr, f). 55) 


其 中 So. fp 表示 具有 定理 1.6 中 性 质 的 量 . 
H. Bk 1 了 时, Bee le 中 的 论证 , Hei PAR. 
设 (1.5,5) RH R= I NEBR RNC R= 2+ 1 时 也 
E. 
[ss + nr, °) = araf) + BO DS G 十 late fs 故 
TE, JO) 一 (rs + NC, F?) 


a) 


< miraj) + mv， f) + Nr, f”) 


SUtI, D+ SCr, 1), 


| 


FEY f(z) YEDE OO RTI. Mi 
m g E = OC logr). 


fP 
当 fis) 为 无 穷 级 时 ，、 
mr F) = Of tog TC f))} = Ofog Cr TC DD? 
至 多 除去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 集合 ， 因 此 


pHo 


mir) a m(n E)r a(o ER) p. 


现在 我 们 证 明定 理 1.12, 25S 
+ 


1 
FO = SIR 


p=] 


mr, F) 的 下 界 可 如 同 定 埋 1.5 (SS, (SL PEPE 1.13 证 上限 的 


前 六 部 分 ) 有 
"> 


wet f Py? Laie cv, t À P zi iy, 
— glog {27 + g’ (q4 — 1)} — log2 


= 2 mr — O(logr). 
ATA 
mers F) E mlr, POF) + mir, is) 
<x mlr, FUE) + Tir, Fy 
1 I 
N (r, jan) + log EAN OD] 
注意 到 


Tir ; ae) 一 mir > ety) + Nr PETON 


fr iy 


Emir, Dtm (r, 


D ESF. RE Ko 与 OC) 有 担 同 的 级 . 


中 39 4 


+ Nr, f) + (d+ DNC, f) 
fey 
LUOTO Pp +m (+. ; A. 


比较 mCr, FAD FASS LA HT SIRE 1.6 即 得 (1.5.4) 式 ， 
15.2, ERR SR 


对 于 上 上述 R. Nevanlinna #24) 00 RARE, Ere Oe ETT 
BASS. PUA TE RRR ol oR ERR, 

定理 1.13. 设 函 数 fa 与 ov = 1,2,-::. 9) 于 开平 
H pao = 1,2, 24) 互相 判别 且 


Tr, Py) = of Tr, fH} (v= 1,2,°+:24). 
则 
(gto) < DN N (r, —) 
+ aN(r,f) + Str, D. (1-5.6) 
这 里 


SCrsf) = Of log CTC, PDI 
当 G) 为 无 穷 级 时 , 可 能 须 除 去 一 列 总 幅 长 为 有 穷 的 例外 区 间 . 
证 ， 我 们 可 以 找到 pS) 个 线性 无 关 的 亚 纯 函数 (x) 
G= 1,2, ++, pete 
T(r, bi) = of TCrs F)} Cj = 1,2.-++5 p) 


WE 
? . 
p, (2) = >, car 中 并 Cy 二 129" g)» 
Hh c,; 都 是 常数 . 
事实 上 ; 当 pro = 1,2, era 9) 线性 无 关 时 , 取 
bz) = p,e) G=1,2, +54) 


BP yy, 4 p, Cat» = 1, 2, "aty DRHE. RH FE Keg) 
PEE. ORISA 2 PERE RHR He), 
并 同 定理 1.5 的 证 明 , 置 
a 49 « 


4 
加 1 
2 TG) — p,a}? 


然后 寻 戏 mor, FPA FRASER. 
R mle, FE) 的 下 界 的 方法 与 定理 1.5 是 类 似 的 ， 对 于 每 个 r， 


E 
(3) = eit, {lay Cre) 一 Pakre) 1} 
(0 6< 2e), 
再 以 E 表示 [0, 2w) 上 使 得 


Ii repre] < ZE 
3 


成 立 的 8 BARA. 在 E; b, vi RA 
Ire) 一 prey) 之 pore) — pre®)| 


— |fCref?) — pre”), > e) 一 TOREEN 


Fre?) = 


1 . — 
Kre) 一 pire”) 


j n fret) — gire”) 
* V + 之 {Ere} 一 erate 


iĝ -~ 1 
(Fire) > 1Kreey — pilre”) 
r a0) 
t—la— 
x | Cg EOI 1) 


2 
了 3] — wire) 
于 是 当 OEE 时 。 有 CCE Ay + i). MIT 


+ 41 « 


1 


log | Fire | o> 1 一 log2 
og j Cre Ji > og rety — pkre”)] vg 
Z 1 
248 TG pe] 
— glogt ZL — tog 2. 1.5.7 
?log Say 8 (1.5.7) 


BALO UE) ESERI. TEN FRAN 0<6 < 2e, 
(4.5.7) 式 生成 立 。 从 而 


d 
mC, F) > Dy mro) 
vol F 一 Py 
ax 2 
q 
一 一 | logt Zf. 40 一 log2。 
a E 3(8) 3 
再 由 
1 1 
一 一 之 1 十 - 
ola) BPA Py (re®) — @,,Cre)| > 
六 得 
@ 
mr, F) > Sy m(r,-+-)— 9 >> mtr, 1 ) 
v= f — Pp Igy, <u et Ps, — Pe, 
— qlog {29 + gg — 1)} — log2. 
g 
>È a(+, 1) — of Tr, f)}. (1.5.8) 
v=1 一 x 


为 了 获得 mrs F) 的 上 界 ; 记 
ay = Alpis Pas ttt be) 
pe. P s+ diy 


(P-L pce + 
pir D pit Bee ptt 了 


= 47 s 


% ba = 1 2, ttt p) WY Weouskian etme, AC Pis Pis 
wey bp) es OIG = 1.2.06 的 Wrouskian 行列 式 . 


ja 


cm 
LCD = Coo AG. Pris Pis serna Pp) 
Ay 
== FTP) At pe-o wee + Att +. Ap 
pe + 4! 十 a Ay f. 
(1.5.93 
显然 Lf) 是 一 线性 算 子 ， E. L(q,) 一 OC» = 1,2, °+'s a). 
HI 
¢ 
pe. 1 5 LIGO] 
Fix ~- - 
? Lifted] ie) 一 pte} 
ae SS EY) 1 ， 
LUG] AL J) — pis? 
{T 
1 
Cr =m 3 Ty 
mrs Fm lr TG 
vet — Py 


概 授 Jensen-Nevanlinna 27077 


f 1 m ~ AN p a ` , 1 
m| r, roy) (rs LED) + NC , LD) + OQ) 


< mlr D + mr, BL 


+ N(r, LG) + 001). 


H 


= 
aE 
mrs F)< mir sD NE, KD tl #4) 
+ > mir, Eee) ) + OC1), (15.10) 
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比较 (1.5.8) 与 《1.5.10》 得 
> mr, 1 Jims N+ NG, LEDO 
v=) ` 


f— P 

LD) 4S mlp, LG) 
+m(r, $ J+ (r, i— p, ) 
+ of TC, f)}. 


BA LO 的 定义 易 见 ,二 (所 的 极点 仅 能 出 现在 fo dia ttt dy 
的 极点 处 或 4; 的 零点 处 ， 且 在 前 一 种 情形 ，LC) 的 极点 重 级 不 
能 高 于 s pat JP 的 极点 重 级 ,十 是 


NOSL) SNC, KY + PD NC, piP) 


+N (r, +) = Nr, f) 十 PN Cr, P) + of T(r, fi. 


这 样 就 得 到 
(gqg— DTG, D < 之 m{r, f +) 
+ glr, f) A SG. Po 
,其 中 


S.Cr, pD =m (r +.) 


+5 m(r, Kie?) + oAT(rs PD 


vol 


从 《1.5.9) 有 
a(n ED aS wl) 


i=l 
É AN 
+> sit 
2 mr, 4) 4 log (ye + 1}. 


BHSE 1.6 


a AG > 


m(r, =) = Of log Cr T(r, Dh G = 1,2,°'+s p) 


4 (2) 为 无 窍 级 时 ， 可 能 颖 除去 一 列 总 幅 长 为 有 穷 的 例外 区 间 。 
if 
m(rs ai) < T(r, Aj) + T(r, AD + OC1) = ofTr f)}. 


app im (r, RE ed) (* 一 1 2g …，4) 有 祖 同 的 估计 ， 这 


pe 
na 
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第 二 合 TE BOK 


在 本 章 里 将 要 在 到 ， 研 究 一 个 函数 在 木 性 奇 点 附近 的 家 侦 情 
训 , 可 以 化 汶 考虑 一 - 族 沙 数 企 一 个 问 定 区 域内 庙 其 备 的 某 种 性 质 ， 
MILA MEER RM MSU RAS RAAE SER BW. 
其 六 可 以 看 天 Nevanlinna 理论 的 重要 作用 ， 


$2.1， 全 纯 围 数 的 正规 小 


2.1.1. 定义 及 基本 性 质 


EX 2L E7 GHAR, F PETAR fle) AAR D 
Hiie Lara. RARS TED AELA, mR PS 中 任 一 
SSE HG), 总 存在 于 序列 G2), 在 口内 任 一 有 界 闭 域 
上 一 致 收 语 ?到 极限 函数 ,这 个 极限 函数 可 以 是 情 无 穷 . 

设 P 了 为 户 内 往 意 一点。 F MATA PEERI., MRE 
PJA UCP). 使 得 .多 在 UP) 是 正规 的 . 

TERUMASA P. Montel 在 本 世纪 初 引 进 和 的， 他 不 这 方 
Hi T RERAMA. 

引 理 2.1. HEARE 多 在 域 D WEE URRIRA 
FEF ED AE AEAT. 

证 。 条 件 的 必要 性 是 昌 显 的 . 

为 了 证 朋 其 充分 性 。 可 设 DD 为 有 异域， 否则 作 一 变数 替换 即 


可 ， 对 于 每 一 个 下 整数 j， 命 E; DDR DARRER S -A 


ADRS. 容易 看 出 ATO 内 任意 闭 域 Dl， 必 可 找到 充分 大 的 


D 时 后 我 们 也 篇 部 为 内 同一 各 :区 各。 
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iff DCE. 

对 于 每 个 固定 的 i，E; 上 的 每 个 点 了 都 是 的 内 点 。 THRE 
在 邻 域 UCP), 使 得 FE UC) AEEA. Erg ti 
E UPS UOMA, BF E; AR, Y UCP) BE 


WH. 根据 Heine-Borel 定理 ， 必定 存在 有 限 个 分 域 UCi= 1,2, 
+L), AR E Rm. Sr 中 的 任意 序列 《jz BTF 
在 U 正规 ,存在 其 子 序列 OPGE Di HR. MEF E 
;正规 ,于 是 对 于 CMCx) ) FEET ERP) EU; 上 一 致 收 


化 .经 过 有 限 次 后 可 知 存在 OA) 的 子 序列 OP) Æ L U; 
ful 


E-k ME E; 二 一 至 收敛. 

对 于 多 中 的 任意 序列 (f,(z》)， 由 以 上 推理 存在 其 子 序 询 
Cite) Ce = 1,2,1) By 上 一 致 收 敏 . SF UG) FER 
子 序列 (fla) = 152, °°) E: Belek, BVA 
Gai FER TR CG) = 1,2,2) Æ E; 上 一 致 收 
me. FI RSE A, 最 后 取 对 角 线 序列 fle) faleds oo, 
fii(z),"…。 可 以 看 出 它 在 每 个 EG = 1,2,+-+) LBB, 
Mint D 内 任意 闭 域 上 一 致 笋 敛 ， 这 就 证 明了 多 在 DD 内 是 正规 
AG. 


to 


2.1.2. 基于 一 致 有 界 的 正规 定 则 


对 于 区 域 了 上 给 定 的 一 族 全 纯 函 装 ， 在 什么 祥 的 条 件 下 能 使 
ERA EMRE? 这 种 条 件 通 常 称 为 正规 定 则 ， 寻 求 正规 定 则 万 
是 正规 族 理论 中 的 主楼 课题, 

在 本 节 里 ,我 们 讨论 P.Montel 的 一 个 简单 而 基本 的 正规 定 
WY. 为 此 先 引 和 一族 函 数 在 一 个 集合 上 一 致 有 界 与 同等 连续 的 鬼 
定义 2.2. HMKF 称 为 在 集 万 上 一 致 有 界 ， 如 果 存 在 一 正 
数 MM， 使 得 对 于 名 BEG) ME EER «IBA N | 
<M. 
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定义 2.3. BREF RATRE LASER, MREATER 
s ,存在 相应 的 5 一 3Cs), 对 于 族 DEBRA OAE LEE 
两 点 n 和 *:， RB le, — 2.| < wA [fed — fled] €E, 

定理 2.1, 设 ,多 为 域 D AW Seek. BH 在 D 内 一 
AR WS DAR IEMA. 

iE, REDA 21. RI RAAF ED 内 每 点 都 是 正规 的 . 
设 zo 为 五 内 任意 一 点 , 取 正 数 之 适当 小 可 隔 | 一 zal S24 BT 
DAA ay 2. DE UC): | 一 x0' Sd LEER. Cauchy 
ARMS HS 中 的 任意 函数 f(z) 有 


a) — fle) = -!. IEE 
e) — ead 一 了 ， a: Ra 
— wt. HEDE 
ami [x—xyl=2d Š 一 22 
(a ( IOE Jaan 
(5 ， Cf — zl L Za) Ne z ). 


由 于 在 忆 内 多- 一 致 有 界 , 于 是 存在 正 数 对 使]f(z)] < MUGES, 
zE D). 从 而 
Hed — Ha) SE H adla al = a ah, 
这 表明 .多 在 UC) BE RAR MER SERS. BRS 
TERR. E Uo) 正规 . 

在 Ulzo} 内 选取 一 个 处 处 稠密 的 集合 EC 例 和 如 UCzo) 内 两 个 上 坐 
标 都 是 有 理 数 的 点 构成 的 集合 )，、 对 于 .多 中 的 任 一 序列 G), 
AFF E Ua) RAR, SO SRP Ba eT 
NGD ESR EB. GaC) 是 同等 连续 的 ,于 是 对 
FEE Rm ©» fF te 4B BY &, 当 Zs % 都 属于 U Cay) Flay 一 zi 
<a 时 有 l 


Ifa C20) — RENIE + (2.1.1) 


于 # 平 面 上 作 边 长 为 RIERA. 在 与 Ulo) 的 交 


« 4 和 a 


非 空 的 每 个 正方 彩 内 到 EE 上 的 一 点 , 这 样 得 有 限 个 点 ej(i 一 1,2, 
"= J) HT e> 0, 六 在 相应 的 A M 5 v 都 大于 六 时 ,有 
Ce — foke pi =z > G = 1,2,» sj) (2.1.2) 

it = 为 UCz0) 内 任意 一 点 ， MERA 5 使 jx 一 cj| 三 8, 于 
EHLE 

I fanC2? — oled <5, 1.02) — fakel < <. (2.1.3) 
信人 2.1.2) 与 (2.1.3) 可 知 , 当 e ve BREN 

jf Cz) — tipi) | ZE. 

这 里 N 不 依赖 于 UCz0) 的 点 e. 于 是 《f(z)) 在 UC) 上 一致 疏 
a. Al .多 在 Ule) 是 正规 的. 

系 。 RF ORD AN -SHRS. HEE TMM ES 
名 中 每 个 函数 e ED AEA HO|>M, WF EDARE 
规 的 . 

事实 上 ,这 时 [zio eT} 便 适 全 定理 2.1 的 条 件 , 因 而 为 
正规 族 . FES 也 是 正规 族 , 


2.1.3. Marty 定 出 


现在 我 们 讨论 Mary” €M. 值得 注意 的 是 这 个 定 则 为 判定 
正规 性 的 充 要 条 件 . l 

定理 2.2. F OD AREE RR. F EDAEN 
要 且 充 分 的 条 件 是 对 于 DD 内 的 任 BARRED, 存在 相应 的 正 
iM 使 得 


IfG) SEM + [f@)]?) (2.4.4) 
WEF 中 每 个 函数 (ee D 上 所 有 的 点 = 成立. 
it. REEDER. MBAR, WE DPR Din 
A BAS— PRR jau = l,e) 使 得 


:| | 
lim [max Leo jfa) a oo, (2.1.5) 
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由 于 多 是 正规 的 ; 可 以 从 (ftz) BRR TPP IG, GED 内 闭 
— BIA ple). 
如 果 p(x) a oo, Ill 
I)! eG!) 
+ {i020 |]? 14 leel? 
FH» 适当 大 时 有 
[fa C2) | ly’ (2) | 


max —————_-__— < ] max 一 一 一 一 一 一 二 60 
eo, + Vf, GP Feo, b+ fee) |? 


如 果 p) = co, MI - E ED AU BLU AF 0， 从 而 


LY 
lh} L o j 
1+ fD | 1 
E 
这 都 与 (2.1.5) 式 相 矛盾 ,于 是 必要 性 得 证 . 

条 性 也 是 充分 的 。 为 了 征明 ,多 在 六 内 正规 ， 公 有 贫 证 明 , 多 在 
D 内 每 点 是 正规 的 。 设 a 为 五 内 任意 一 点 ， 则 存在 正 数 4 使 得 
jz 一 各 | <¢ 含 于 已 内 ， 根 据 定 还 条 件 , 存在 正 数 M 使 得 52.1.4) 
式 对 于 ,名 中 每 个 函数 ftz) 和 js 一 wo| 所 4 上 所 有 的 点 =z 成立， 

WHF HER ie) ;这 分 两 各 情况 . 

1) [fe | <1, 


我 们 断言 在 图 | 一 m] < mial 2, a) bee @1<2, 


事实 上 , 若 在 | 一 aa| < 4 HERIO | <2, MES 

立 。 否则 在 jz 一 z] 所 4 上 存在 n Æl] = 2， 并 且 在 zm 

EER |fle) | <2. Fee (2,114) 有 
2= [tend] < el + | 


<1 +5M |z — zol. 


2 


FCS ae | 


tots 


从 而 


le — zo| > ap 


这 时 断言 也 成 立 . 
|#C xo) | = 1 
我 们 断言 在 图 ]z 一 so < min (d, 


1 — 1 
Zo) LA >F 
事实 上 ,着 在 1s 一 am] <d HERIO | > > Moe. 


nei nee SiT TE m EN 
eile ni dE 


| Go) | IFI 


f. 
y rr or 


1 
1 
+ (pe 


因此 在 z2 上 有 
(Ger? | <5M. 


于 是 


2 一 = 


eat Wear * Eral 


<1 + 5M |z; — zl. 


we 
1 
[s1 — zal > sy 
Ee A a MBEN 10 AEA 
min 每 个 函数 f(z) 或 者 恒 有 
i) | <2 或 者 全 有 <2, PEED AP 是 正规 的 ， 


eet 


es Sloe 


§2.2. Montel 定 则 


在 本 节 里 我 们 将 推导 Montel 的 一 个 十 分 深刻 的 正规 定 则 . 
为 此 先 建 立 几 个 引 理 ， 


2.2.1. LASE 


在 以 后 计算 时 : 常 要 用 到 以 下 一 些 不 等 式 。 
引 理 2,2, HF +r 0,4 Se, 有 
Alogtxs <x + AC log A — 1), (2.2.1) 
iH. MO<+< IERRA E TAN. 
Bx > lit, FAAR 
pir) = z — Alogx, 
BH «=A 时 有 最 小 值 4 一 Alog dt. FE 
x —- A logr > A — Alog A, 

这 时 (2.2.1) 式 也 成 立 . 

纪 ] 理 2.3.8 «> 0,4 Be 有 


log « + Alog” logt < logtr + d(log 4 — 1). (2.2.2) 
x 


证 .应 用 上 述 引 理 2.2， 


Alog*tog* = E s lgtb + ACtog A ~— 1). 
而 
+ i, 
. loge = log ts — log+ 一 
便 立 见得 到 (2.2. DA. 


在 很 多 情况 需要 用 到 下 述 引 理 ， 它 本 质 上 是 属于 F. Bureau 
的 . 这 里 叙述 的 是 能 庆 来 巴 改 进 后 的 形式 . 

引 理 2.4. 设 T(r) 是 (ro R) LEMME IERIE RN 
数 , ar) 为 该 区 间 上 定义 的 非 负 且 非 增 的 状 数 ,2 ¢ 为 两 个 常数 。 
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BMF ncr p< REE 


Tr) < afr) + blogt 1 


PTF 


+ clog*T(p)> (2.2.3) 


则 在 Cro, ROLE 


T(r) <2alr) 二 Blog 2 


=r 


+C. (2.2.4) 


Eh BAC HH bc 决定 的 常数 . 
证 :车 在 (ro REES Tr) 三 1, 则 引 理 结论 显然 成 立 . 在 
MRA, Cr. RD) 内 存在 roO WU no BA), 使 得 从 ro JF 


eA T(r) Sl. WF creck, 由 于 | QM > 2, 根据 


引 理 1.4 在 {r，-? 权 十 内 丰 在 ,使 


Rr 
7 ( +) LTD. 
"1! TG C) 
Andrang nt REM < RRACA 
e 了 (Cr 
T << + él +T) + clog+T Rn) 
Crj aln) atp + clog (r + TU 


< akr) + dlogt 一 十 ¢ log 2 
R -r 


+ (6 + eog Tir). 
注意 
206 + clog t T(r) 
& Tlr) + 206 + cf log 204 + ©} — 1}, 
于 是 


TKr < 2a€r:) + 2blogt-— 
R — fi 


+ Zelog2 + 206 + cj){log2(8 + e) — 1}. 
及 而 
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T(r) <2alr) + 2hlogt $E 
— f 


-+ 2elog2 + 204 + cf log2Cb + œ) —~- 1}, 


这 就 是 所 要 证 明 的 结论 . 
2.2.2. 界 国定 理 


在 本 小 节 里 , 我 们 建立 商 个 界 国 定理. 由 界 芒 定理 便 易 于 导 
出 Montel HEREN. 

定理 2.3. 设 函 独 f(z) 在 |z| < RASH, Af 40,157) 
A0, Nafoctr< RA 


TOs p< fiog* 17091 + los FCT 


+ log ŻE \, (2.2.5) 


-— F 


这 里 上 为 一 数字 常数 ， 
证 ， 应 用 Nevanlinna 第 二 基 云 定理 (定理 1.4) 于 函数 Ke) 以 
及 三 个 数 0, 1 »oo, 有 


Tr D <m (r E) + m(r, f ) 


/一 1 
| (€0) GO) — 1) 
+1 + loz?, 
a| F0) ° 
由 Nevanlinna 5A CA 1.33.87 O<0r<cpcrRA 
+i 


m (>, £) < 10 + tiog log” 2log 


I 
一 上 -十 
Iz] 
+ 3logt——L— + 4logtp + 4log*T (ps 7). 
por 


+ 2logt + 
r 


f ) ot 1 
10 + 4log log 一 一 一 一 一 一 
"+ 


十 3log+. 十 4iog*p + tlogT Cej) + 4log2, 


er 
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TC, f)< 20 + Slog 2 + (tos | jC0)| + 4logtlogt— 


+ (tog |0) — 1| + 4logtlog* 


+ lori + 4logt + + 6log+ 
Fa | r p 一 


+ Slag*p + blogt Tp, f). 
POESIE 2.3, 


log [f€0)}; + 4log 


ae 
2 


T 


+ Kilgi- 1), 


log f0) — 1] + Hog* log 


KD =l] 


TON 


) 


+ #Klgt—1lj)& - tog |jC0)] - lop? + 4Clog 4 — D, 


从 而 
TCr, p = 12 + 2210g2 + 2log” |0] 


+1 + 41 ++ 61 
ETOT og" % 


+ Slogtp + 8logt+T(Co, 1), 


ERE <r <o<R, MA 


Tera p) i? + ee + 2log*+]1C0)] 


L 
+ log + 4logt -一 + Slog R 
jc Di R 


+ 6logt— + Blogt TC p, 门 。 


por 
根据 引 理 2.4.98 AO 8log Co, f) ENI 


G >i) ~C 1 log wwe 十 log” VFO) 


` 


j 


2 1 
+ log? ———— + log tR 十 log* 二 |- 
E R—r z R 


当 R=1 时 , 便 得 到 所 更 求 的 不 等 式 


. + gt- o 2 
TAY < C (logt HCO + les ee + Tog I. 


4 


“4 Roe Lt. ar f(R2) = e(2), Wi eels] 过 1 内 全 纯 ,; 且 
gC) 0,1; g (0) = RFO) = 0, FRM IK aR 


TOD = 7 (Tg) 


< C iogrleCo)l 十 log+ 一 十 mg 一 人 
Zo Fe 
R 


i 2R 
+ lo . 
RIFO R— } 


以 下 我 们 将 从 定理 2.3 出 发 消去 合 了 (0) 的 项 , 获得 最 大 模 
log MLCr, 记 的 佰 计 . 

定理 2.4. i RR fe) 在 |s| < RASA, H fz) 关 0,75 由 
对 于 0 二 <tR 有 


log Mrs 门 二 -ER fiog* IKo)1 + log 7h, (2.2.6) 


<I c{log* }7(0)| + iog” 


— 加 — 


BCX -RERRO, 
TE. SU R=-1, RARE. 

C1) FO >L Re 23 有 

L+ + 


3 +r 
log MC D < r (LE, 4) 
ltr 2 
< —*— c | tog* 140) + log — 2 
上 一 地 1 一 工 十 了 ` 
2 


D 以 下 我 们 常用 上 囊 示 数字 削 数 ,得 它 每 次 出 现时 不 一 定 是 相册 数字， 
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整理 后 即 得 (2.2.6) 式 . 

(2) Foe 1. 

在 |z| 一 + ERA C, ESIKO = max|f(z)|. E OF, 
再 区 分 两 种 情况 . 

(2.1) 在 9 上 恒 有 | 六 | <1. 

AHTa 


KOI< KOI +| MO 


从 而 
log MCrs P) < log* |#(0}' + log 2. 
(2.2) 在 Ot 上 从 0 mE 移动 时 ze 为 信 ol > 1 的 第 一 
个 点 3. 于 是 在 Ozo 上 有 |] 了 (C2) | 过 1, 从 而 
IfCzo) | < Ko] + 1, 
we SO AES d’ Ele — ml d+ lrA ee 
Bf) 0,1; Fiol = 1. 应 用 定理 2.3 则 * 


T (d+ Le 


,so 站 < C jlog+ + logt ——  — 
pi tort) < C [logt Ke)] + log* i—— 
+ tog ——- 2d@+i—r) } 


a+ 1 ro (a H) 


< c [iog*IKO)l + log? + log -4—} 
-r 
Z 
ry} 


log MCr, 1) = log MCds zo f) 


<c { log* Co) + log 


1) Of BEIO [>] AARETE FRM TARE. 
2) BAH TT, Fos 有 ET fx} ATE jz xol sar R E. MT, Xop A 
WE MOKTREMBAR, 


« 57 = 


当 


1 
Ree lt, A gts 


giz) = 0,1, 于 是 


Schottky" FAA SS PEA PAS BY, 


log Mr, f) = 


< 


1 一 一 
R 


-R fi 
R 一 


c Í log" YC0); + log N 2 


< E] log* IKO) + log- 
— f 


2 = j Rej 它 企 iz1 < 1 Age, 且 


fy ， 
log Af LR > ë ) 


2 
* 
— rf 


< ; vlog" |g 0} + log —-2 | 


1 一 二 
R 


logt 1 FCO}| + Log 2a}, 
R F 


EH 2.4 就 是 著名 的 Schottky 定理 ， 它 在 1904 年 首先 由 F. 


2.2.3. Montel 定 则 


定理 2.5. A RAAF 定义 在 域 口内 ， FEDA, 族 .多 中 
每 个 函数 fle) SH. AAO 和 1 WSF ERD 内 的 正规 族 , 


证 . 


由 引 理 2.1， 只 须 证 明 多 在 D 内 每 点 是 正规 的 . ÆR 


mE D, 则 存在 一 个 正 数 4 使 得 |z 一 l 二 4 完全 会 于 DD 内 . 


得 ” T 
Jz 一 zl <= = 4 上 一 致 有 界 ， 有 从 而 可 
Fl, ALA TER zo 是 正规 的 . 


FY DER PRR Go). AREF RS GO) & 
Po N Halol AR We B24 pA Ge) 在 


当 


EEI |z 一 30 


LABS tH Aa) gai FP 


HEP OORT Me | RAAF eA 


r 58 a 


iw 


lim aio = 00, 
<dW, Be -i 全 纯 , 是 不 取 0 和 1 ,于 是 又 可 


we 


以 应 用 定理 2.4, WE el, :2 Ele - z] 饼 立 上 一 致 有 
界 , 从 而 可 以 取出 内 闭 一 下 收敛 的 子 序列 一 oe » 一 12)， 
HERIR id Fos). 4 Flr) oht, ,由 于 了 -7 在 | 一 zol 


去 全 上 没有 零点 ， 于 是 F(z) 在 此 圆 上 也 没有 零点 。 从 而 荔 数 


序列 f(z) 在 |z 一 xo] < + PB. 当 F(z) = 0 时 , 则 


ja (2) AES), AF EA so 也 是 正规 的 . 
定理 2.5. 若 在 域 卫 内, 族 . 多 Pete fe) 全 纯 , 且 都 不 取 
两 个 判别 的 有 穷 复 数 2,6, WF 是 域 D 内 的 正规 族 . 


iL Samo omar: PE, hgm 
AIOI gowee, AKROM FEF EDAEN, 


Bue Re ED HEEM. 

可 以 看 出 Montel 定 基 《定理 2.5) 是 他 原来 的 结果 (定理 2.1) 
的 重大 发 展 . 同时 这 个 定 财 和 函数 请 值 的 问题 紧密 地 联系 在 一 
起 ， 


§2.3. Montel BUR OAR a A E 


2.3.1. Montel BE 


围绕 着 Moned 正规 定 则 (定理 2.57 有 一 系列 重要 的 定理 , 有 
时 把 这 些 定理 称 为 Montel WR. 著名 的 Schortky 定理 (定理 2.4) 
就 是 其 中 之 一 . 

在 Montel 圈 属 里 ,还 有 下 述 Landau” 定理 . 

定理 2.6. AR eE ll 二 RASH. BAe) NOL. A 
FCO) 0, A (1.1400) 

€max(1,/fC0)1°) 
R= Fo) | = (2.3.1) 


.». 59 . 


iE. HUE Cauchy 不 等 式 应 有 
R 
m(&,1) 
PALDIES ` 


LEEA 2.4 有 
tog (2, < cfleg+IKo + 1}. 
于 是 
RE 3 eCopt i+} 
CO FOL 
当 Ol S1 is 


- € 
R 去 一 一- 一 。 
S To] 


当 o > 1 了 时 ,有 
x ELMO 
RS TOOT 
JA Landau 定理 , 我 们 不 难 重 新 得 到 Picard 定理 。 
定型 2.4. 12 e BER, A ho eK, M fe) ERIE 
意 有 穷 复 数 ,至 窗 除 去 一 个 例外 值 . 
证 .如 若 不 然 , 存在 两 个 有 穷 复数 a 和 5, (EUa a b A 
4) fe) 不 赔 化 为 常数 , 于 是 存在 恒基 so) 关 G0， 对 于 任意 正 数 
R, Ele — a) < R N ge) 一 人 2 二 4 全 纯 ， Etfs) * 0,1, 
e(Ca) = 0, 根据 定理 2.6 RAL. Wa EAR, HE 


Aa. 
不 仅 如 此 , 我 们 从 Montel 的 正规 定 则 还 可 得 到 所 谓 Picard 大 


定理 2.8. SRR ACTED 0 < 到 |z 一 zo] = RAEE, D 加 为 
ME RONU ED ARIER SER, BS TAERE Ppa 


I. Ai »= 0. 我们 先 证 咀 在 DP 内 
fed = HE) S12) (232) 


2” 
不 是 正规 的 . 
因 若 不 然 ,我 们 区 分 丙种 情况. 


(1) (f(x) ) 中 存在 一 个 于 序列 (j (se) )， 在 也 内 人 尾 一 洲 域 上 
一 致 收 合 到 一 个 全 纯 函 数 ， 于 是 在 |z| = $ 上 应 有 


Ife) | <M. 
邯 在 j*| = att 

Hel <M, (2.3) 
于 是 在 AR <2] < SAB = 23, EA2333) MT 


在 0 过 |z] <È- EOIN. KS fe) an HARES A. 


ger 


FA. 

(2) GED 中 不 存在 任何 子 序列 在 D 内 闭 地 一 致 收 敏 到 全 
SRR. BE GN 中 存在 一 个 子 序列 ,在 DD 内 任 一 闭 域 上 一 致 
IRE {Bo 

这 时 必定 存在 正 数 8, 使 在 0 < |j 之 8 上 没有 六 2) 的 零点 . 
事实 上 ,如 果 存 在 x, 一 0, 大 sz 一 0， 则 适当 选取 正 整数 m 可 使 


n= mem HOS Eq <i, FEM G, (e) ) 中 可 以 选 出 一 


子 序列 在 忆 内 任 一 闭 融 上 一 致 收 和 化 到 全 纯 国 数 ， 这 与 情况 《2) 的 
BEATHE. 


ibs eae MAR glz) 一 =z 在 0 一 |z| < RAFN, 


B (e,()) 含有 一 个 子 序 列 在 D 内 闭 地 一 致 收敛 到 0， 从 而 当 
z> 5 一 0。 这 也 与 Ke 以 zo HKEB AMPS. 于 是 
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Cf. ) 在 内 不 是 正规 的 . 

MRTE DA {AER PAS BRR o Fb 则 Cfelz)) 在 口内 
正规 . SKIT STAR IA. 

定理 2.8 还 可 加 强 为 下 述 Juha 的 定理 . 

定理 2.9. 设 藉 z) 在 了 :0 天 je — z) < RAAM, L zo 为 本 
PE AY ra» WS EE ozo 发 出 的 半 直 线 J 使 得 在 以 和 为 顶点 以 了 
为 平分 角 线 的 任意 角 域 与 忆 的 交 内 : 忒 2 取 到 任意 有 穷 复 数 ,至 多 
有 一 个 例外 . 

这 样 的 半 直 线 了 称 为 fz) 的 Julia 方向 它 是 由 Julia E 
1919 年 得 到 的 , 这 个 结果 成 为 辑 和 角 分 布 论 研 究 的 开端 , 

证 , 仍 设 zo 二 出 定理 2.8 的 证 明 , HED < js] < RA 
ERIR 


12) =1( 2) (= 1,23) 


不 是 正规 的， 十 是 在 DD 内 必 存 在 点 n: HARE = HERS 
Ge 都 不 是 正规 的 。 方向 on 就 是 所 要 的 一 条 J. 事实 上 ,以 
2 为 顶点 了 为 平分 角 线 作 任 意 小 角 城 0, 它 与 09 |s] <e 的 交 
BHEAL n 为 心 的 加 UCzD:|z —al<d. (f(s)) Æ UC) 
中 不 是 正规 的 , MARETE PUn CE Ua DRED 
复数 a, 至 多 可 能 有 一 个 例外 值 ， 于 是 f(x) 在 

<4 1) 


2s 


中 到 到 一 切 有 穷 复 数 s， 至 密 可 能 有 一 个 例外 值 . 而 上 述 这 些小 
Bape + ARO A, 


2.3.2. TRAER 

设 CC) BRD AA PT ALB, HR PRR BS fOr) (可 
以 恒 等 于 一 常数 ,包括 值 吧 )。 对 于 妃 内 任意 点 so RRC) 
在 点 n` RU a, 如 果 存 在 ro BRE UC), 1 fC zo) 关 oo AH 
EM AN, fle) 在 Uls SA — RAE (C2); 4 fC x0) = 09 


a 627 * 


I l a 1 
H F, -U fti E — 人 
和 上 适当 大 时 LG 在 UC za) ar oi A aE] fe) 


设 多 ED 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , 如 泉 对 多 PER 
C09), 存在 子 序列 (fts 在 内 每 点 一 致 收 伍 , 则 称 # ED 

定理 2.10. FS ROAM KM. MRK TAR 
判别 的 复数 4a,5,e PEF 中 每 个 函数 OED ARR a,b,c, Ml 
.多 在 也 内 正规 . 

证 . 当 as ae 中 有 一 个 例如 < Hoh, 定理 2.10 即 为 定理 
2.5", 

当 z, b, e 均 为 有 穷 时 , 仅 须 考虑 


_ 1 
gie) Fa) — 2 


M gC2) 为 全 纯 函 数 ,不 到 两 个 值 BER (gC)) 在 


c Ã— @ 


DAER. MIT EIERS 是 五 内 的 正规 族 . 
在 本 章 里 ,我 们 讨论 了 正规 族 的 基础 理论 ， 第 四 ,五 章 的 某 些 
部 分 ,还 将 讨论 近年 来 正规 族 方 面 的 一 些 重 要 成 果 ， 
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= Borel 方向 


ALTE AL Nevanlinna 基本 定理 的 另 一 个 重要 应 用 . 4k G. Julia 
应 用 正规 旅 理论 证 明了 Julia 方向 的 存在 性 后 ， 人 和 们 开始 探讨 整 
菌 数 和 亚 纯 国 数 在 从 中 点 安 出 的 一 条 方向 附近 的 竹 质 ， 这 就 是 所 
谓 的 辐 角 分 布 、 在 这 方面 有 H. Milloux™ 引进 的 “充满 加 2 的确 念 
和 A. Ostrowski’ 的 结果 ， 1928 Æ, G. Vabron™ 在 Nevanlinna 
理论 的 基础 上 ,证 明了 有 穷 正弘 亚 纯 函数 的 Bore 方 应 的 在 在 性 ， 
使 得 往 角 分 布 理 论 获 担 了 重大 发 展 . 


§ 3.1, 一 些 预备 知识 


3.1.1. Boutroux-Cartan 定理 


在 辐 角 分 布 研究 中 ， 我 们 常 要 用 到 下 述 定 理 , CHP. 
Boutroux 研究 ,并 由 H. Cartan!) 给 出 完善 的 结果 ， 

定理 IL ig ala 一 1,2,:…，,#) 为 平面 上 任意 的 # 个 点 
为 任意 -AE $r, EE Eth i E 


na 


Misales (4) (3.1.1) 


成 立 的 点 = 可 被 名 于 总 数 不 超 过 。， 尝 径 总 和 不 超过 24 的 一 组 
圆 ?内 ， 
证 ， 命 为 具有 下 述 性 质 的 最 大 正 整 数 ， 存 在 半径 为 入 入 


RBC. 使 得 C, 中 恰巧 售 有 aj HHA SAL BRA, 倘若 


1) WREAK 二 的 Boutroux-Cartan 
Be? Mel, 
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存在 一 个 网 , 半径 为 ”过 ,包含 了 所 有 的 asla = 152,+--, A) J 
isn, 在 相反 的 情况 , WS Re 一 1. KEFE- KRM 
(a 一 DESET a, 中 的 — i PS an — 1. TER 


反 的 情况 ， 则 考虑 ” 一 2， 并 将 这 个 步骤 一 直 继 续 下 去 ， 最 后 
LS 1 必定 存在 ， 因 着 不 然 , 由 于 a1, 则 在 为 心 ， 生 为 半 
BARAER «Hk >i eR. Pass. BEELER 
的 同心 圆 ,半径 为 起 志 。 基 中 必定 包含 6 中 避 个 点 Hh > k. 
Hash BEROA, 半径 为 起 生 ， 其 中 必定 包含 we 中 k 


A fis bs > 心 .将 这 个 步骤 继续 到 n 步 , 半 径 为 如 -和 的 加 中 要 
包含 ka 个 a, 的 点 , 且 
1， 
BFP AG 一 1,2，*…，#) 部 是 正 整数 , 得 如 之 # 十 1， 这 与 uC 
=1,2,:++, 9) 的 总 数 为 # AFIA. 
aan 42 n) 中 位 于 Cy 内 的 点 称 为 a J10. 4 
hcn 时, AMER sa 个 点 ,如 上 必 有 一 个 最 大 的 正 整 数 


bs h Xin 使得 存在 半径 为 24 WA C:。C; 内 会 有 余下 点 中 的 


a, PR. ORC. 中 的 和 个 点 称 为 a. 列 的 。 5 hatin Bf, 
再 在 余下 的 ohm h TARAR” PAE i FURS. H 
4,4, WRATH, 最 后 到 2, AK. MIN C, HA a, 


MFA > a, 一 *， 即 终止 此 步 又 . 

根据 列 的 定义 ,可 以 断言 ， 设 1 为 不 超过 “= 的 下 整数， Be 
半径 为 4 二 AES 内 包含 了 董 少 14 个 点 ， 则 其 中 必 有 一 个 点 
OW SAW. PRE WRES 内 包含 了 VCS 旭 个 点 都 是 小 于 
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L 列 的 。 作 s 的 同心 圆 ,半径 为 v4, 包含 1 > 24) 个 点 都 是 
AFLAN. HHE s 的 同心 加 ,半径 为 A aa a aD 


点 都 是 小 于 1 列 的 。 如 此 继续 下 去 ,最 后 存在 5 的 同心 圆 ,半径 为 
ve iM > 她 个 点 都 是 小 于 1 列 的 ， 这 与 列 的 定义 矛盾 . 


分 别 作 Cis 人 2 Cy 的 同心 图 Pis Pi "Ta Pps 半径 为 


ft & 
4, Zap 5 tta Ap —. ra= i, 2, ---,p) 
# pid 


7 


24 
的 总 数 不 超 过 *， 半 径 总 和 不 超过 24. 现在 我 们 证 朋 对 位 于 


LIT, 外 的 点 z* 将 有 (3.1.1) 式 ， BEL, 2 i.e AL 
ea] 


14 yee HC 与 Clu = 1,2,4, we) KR, FEECH 
的 a 的 点 都 是 小 于 4 列 的 . 从 而 5 内 2, 的 数目 至 多 为 一 1 个。 
oa, HIS > 的 距离 由 近 至 远 排 列 ， 则 第 4 个 点 与 = 的 距离 应 


3 二 (一 1;2.-。 0). FE 
"i 


EO n 


Jilz 一 o 24.4... t= (4) -ar> (È) , 
poh a n < 


3.1.2. 球面 距离 


在 推导 亚 纯 通 数 的 Borel 方向 时 ， 需 要 用 到 球面 距离 的 概念 
及 其 性 质 . 

FAS? af LA Se ab Soe aE Sie] BAAR OH BY AB ER 
H, ROP PRAT Ew. (0,0, 1/2) 为 心 , 1/2 为 半径 作 
Riemann KS, 它 与 复 平面 相 切 . 设 复 平面 上 任 章 一 点 为 z, 它 与 
北极 点 N:C0,0,1) WER SPR A v, whe x 的 球 演 、 特 
别 地 无 穷 远 点 的 球 像 为 N, 

EX 3.1 对 于 任意 两 个 复数 peo EIRE « Sa, 之 
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问 的 上 距离, 称 为 By 与 Bz 的 球面 距离 ,或 通称 为 球 距 , 记 作 |x1， zl. 
HUB UREA OS anl <1, 
Geert, NATHRH RRR 


( x ¥ Jz}? ) 
1+ jefe? it jp? 1+ fel? 


itt 
[z,co} = —_1} , (3.1.2) 
Ci + Jej) 
Ganon 为 两 个 朋 穷 复数, MER EARS 
知 
Jey, 23] 一 me lz = z -, (3.1.3) 
d 十 ll + | 22/73 
RAiled ae AB! 


(1) 若 = 为 -复数 适 合 lz, of >a > 0, Mle} < L, 


FH (3.1.2) 式 ; 性 质 C1) EBRA. 
(2) 若 Fly #3 Atay Se, Wl 


logt!2,{ + fogt}2,[ + tog——b-—— < log? (3.14) 
[zr — zj ETER 
事实 上 由 (3.1.3) 有 
at r4 
log 1 = tog + Le DEC + Jol) 
[zzl le, — s] 


= log (1 + janji + tog (1 + fz33 


+ log 
zı — 2: | 


1 
[#1 — =|" 


= logt|2;| + log*|22| + log 


eM 3.2.1 a HBR. yr BERK <i). jz ro aor 
PELL a 为 心 了 为 球面 半 算 的 贺 或 称 以 m 为 心 ? AEA 
Pal, 
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完全 类 似 于 定理 3.1. ASTER RILE 
定理 3.1'. 设 dC 一 1,2,***,#) 为 任意 # 个 复数 ,四 为 任 音 
一 个 正 数 , 则 使 得 
7 ik a 
= -— 
fh imeat c(t) 


成 立 的 复数 ATEARI 2 半径 总 和 不 超过 2 的 一 组 球 
mals, 


a 


3.13. 界 围 定理 


在 导出 Borel 方向 时 。 需要 应 用 Nevanlinna 第 二 基本 定理 ， 
这 时 定理 的 余 项 也 不 可 和 忽视， 为 此 我 们 先 Nevanlinna 第 二 基 
本 定理 中 的 余 项 加 以 估算 ,而 有 下 述 定理 ， 


定理 3.2, PAK eTl] GREW, Æ 0) = 0,1,00; 
PLO = 0, RHF 0 Ere R A 
Tor, P HNG 0) + NCR, 1) 
+ NCR, co0)} + 191 + 4ogt| flo)! 


+21 12logt —E—. 63.1.5) 
一 地 . 


1 
ERO R 
证 。 我 们 从 Nevanlinna RERE LOHR 
TO, D EN ©) + Nr, 1) + NG, 0) 
Eja. f 
+ m(r, E) + a(r Er) 


4 toy OOD | top 


| ro) 
如 同 定理 2.3 的 证 明 ,应 用 引 理 1.3 估计 mw (x, £) 与 
mir DOE Ay} 
: ( 1) ae 


Ter, DD ONCGr, OF} + Nr, 1) + NCr, 0) + 12 + 22 og 2 


= $Ë » 


十 4log* 二 + 6log* + SlogTp + Slog*T(p; Ð) 


P—rT 


2log* 3.1.6 
+ 2Zlogt|f(O)] + logt ror ¢ ) 


MEEO, REET TO, D 过 1 二, 则 (3.1.5) 已 经 成 立 ， 百 则 
存在 ry, ODS AR, B Tory, P= 1. WF ote €R MIR 


Borel 关于 增 函 数 的 引 再 ( 引 理 1.4)”, 于 是 在 |7， Rta] 上 存在 
zt 使 得 


T(r + Ty 站 < 2T(r, f). 


care ROTH 


eTl, D’ 


Mo<ct+ftrer oR, Fre’ PALO 
POEs) SNR 0 + NCR, D + NCE, co) 十 28 


+ 4log* — + Glog? — — 了 十 Blog tr’ 


Slox* T(r’, 2log* | . 
十 Cr, f) + 2log* |f(0)| +log* Fir 


但 是 
log* Te’, 1) < log Tlr, H) + log2, 
logt oe < log? —1 +i log * Tilr, Ð 
T —r R 一 站 


= logt 


+ 1+ logt*TOr, Ds 


一 Fr 


于 是 
T(r, f) <NCR, 0) + NCR, 1) + NCR, œ) +28 + dlogtt 
. r 


D 这 包 也 可 以 应 用 Bureau 引 理 《 引 理 2.45 消去 项 Blog? 了 (op, 四 ,只 是 所 得 不 
SRNRRAMG. SR AOA TU RLS, 


+ 6logt 页 1 十 6log8 十 6 十 6og+Tfr f) 
—r 


+ Blogt R + Blog? T(r, f) + Slog 2 + 2log*| Ko)! 


+ logt <NC(R,0) + NCR, 1) + N(R, œ) 


—1t__ 
if(0) | 


-+ 53 + 2logtlfC0)] + logt 1 


r 


1 + 
— 7, + 4log 
1#€0) | 


十 BlogtR + blog* 二 一 一 + IMogtT(e, DÐ. 
— f 


注意 
14log+Tfr f) < ate. f) + 14Clog 28 — i), 


Ait 
Tr, D&S Tr, f) < 2{NCR, 0) + NCR, 1) + NCR, 00)} 
176 + 4log* | C0 Hogt-—— 
+ + 4log+1|ff0O7j + 2log FoI 
+ Blogt+ + 16logtR + 12logt —1_, 
7 R—r 


当 * S 过 时 有 log* 二 < log* 去 十 log2, HIT 


1 R i 4 
log* = log? —~— + logt — 
8 eR 8 天 得 


T(r, f) < 24NCR, 0) + NCR, 1) + NCR, œ)} +182 
1 
rœ] 


十 LélogtR -+ l2log” pE ~ 


-+ 4ogt|f(0}] + 2log + 20iog* = 


R 
ror <7 (4,4) 
<2{N(R,0) + NCR, 13 + NCR, co)} + 182 


+ logt ifo] + 2log+— 1 + Zilog 
g* \fCO>] og Teo) sz 
+ l6logtR + 12log2, 
于 是 对 于 0, R) ARAR” RA 
T(r, A 2{NCR, 0) + NCR, 1) + NCR, 00)} +191 
1 


Ifa) | 


十 20log* + + 16logtR + 12iog+ —* 
R R— 


+ 4log™ [fC0)[ + Zlogt 


Tor, << 2N, 0} + NC, 1) + NO, cod} + 191 
+ dlog* liO | + 2log* —1_. 
g“) og FOY] 
+ 12log* oi. (3.1.7) 


4 Ray, te 2 = RE, C) = FRE) = g). TRS gC) 
在 IC) SL EWA, 可以 应 用 03.1.7)， 且 80) = C0); (0) 
= R/O). Fz 


To. D = T(E, g) 


< {N(R 0) + N(R, 1) + NCR, œ)} +191 
+ + 1 + R. 

十 41 0)| + 21o 12log* 一 

og [1C0)1 8 RICO) + 12log” z 一 


$3.2. 基本 定理 


3.2.1. Valiron 的 其 本 定理 
从 上 上 节 的 界 国定 理 和 Boutroux—Cartan 定理 出 发 ; G. Valiron 3 
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证 明了 一 个 基本 定理 , 它 在 导出 Borel 方向 时 具有 关键 作用 . 
定理 3.3. AR Ko Flel <1 内 亚 纯 . 若 
N= nl, f=0) +20, f= nll, F =o), 
则 对 于 0 一 ><1 PESEM 4 有 


nirs = a) a Tae oegi 


+ log 


2 


ES al I G22 


TE, CAREW, 2 为 jz| < 1 ARA Fla] 表示 
f(z) 4 a 间 的 球面 距离 . 
ik. 相应 于 D) E jz 三 1 内 的 零点 ，1 值 点 和 极点 oa» 


=1l1, 24° Z 加 cE FAY 
ul lz —a,] >a, 

至 多 除去 i 将 这 

些 除外 加 的 总 和 记 为 C7》, 


在 |z| 三 二 内 ,可 以 选取 点 | 


a’ rO TEARRE. 4E 


atone ls— al Sr++) 
上 可 以 选取 圆周 |s 一 n] = p 与 (7) 无 交 . 命 
CENI = max [iCal 

RHR ES A » 5 6, BF) PSA Re 
代 相 交 部 分 , RB HARE LL, 共 长 度 不 超过 

3 1 一 

rT +a 20 
Pod PA PP te N. 


«724 


rel, 


(1) EL EEA IC) | <1, 
这 时 
FO] S eol + Fled] < 2, 
TR» 
mp, 25 ft log 2, 
设 ae = 1,2,3, NDE KO Ele- alap 上 的 极点 ， 
由 于 2€(7), 


i lo— al) TI bso at) => AN, 


r=] 
ik 
x, z N 
U js 一 | >(4) 
即 
No, Zis D < NL gr 了 二 = N log 80e 
Å 1 一 
因此 
Tes 205 pe N log -=E + log 2, (3.2.2) 
一 了 
对 于 任意 复数 a 有 
7 (+ 十 上 三， top f= a) 


log 7 一 一 i F 
r+ 
5 
1 
= N (。， Zon 1), 
p 5 — q4 
log T 
r+ z 
5 


D 这 里 及 以 后 用 mlo, ze 1), Co, zo 1), NCo, 2n, Ds Tp, 20, D ERHO 
HFE]: -n| 一 2 的 m,n, N, T. 
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+ 各 = 
log 一 一 -~ z log - 
r+ = r 十 二 一 
5 
peice 
-| > 
一 上 
„l= 
5 
N (P, Zo, F 1 )< T (o, SO ) 
-一 n ua 


= Tlostsf—a) + log ——_ _ 
Cerro f 0) + log Teya] 


< Tle, 2u0f) + logt|aj + log? + log —— —, 
lfC zo) —aj 


于 是 
n(r + H, ep = a) 


<2 {1 (0, sf) + logt la] + log 


1 7 
fio aT + 下 


由 3.2.2) 与 (3.1.4) 有 
a(r +=, ef= a) 


5 30e i 
< -2ni -< tog i 
po Gay ol 


+ 2 log a}, 


因此 


sesf =a) < a(r += u tuf =a) 


NN + 1) bog -2 + log —L— 
PEA + Diegi + ‘hawt 
(2》 在 工 上 存在 使 


= 74 a 


f(z) | Bl, (3.2.3) 
MEL EM o Æ a MHS FOLS 24 Fo] >t 
AY, ANF zx， 为 so 
可 以 看 出 
PEDET (3.2.4) 
UEI <r + on, 于 是 f(s) 在 


二 ] 一 了 
lz =al <= ff al 十 -了 


EW, fC) = 0.1, ©; Ca) 0. MBEE 3.2 有 
r{ IE — za] + L=, zf) 


<2{N( It = ail +1=1,5,4=0) 


ü 


+N (Igal +1=4,2,4=1) 


+ v( |g — el tim, f= co) f 


+ 191 + 4logt ]fCs.)| 


+ 2logt-- -— ; 


Vif Ca)! 


+ 12log* -— 


i= a, tH) (tt) 


如 上 可 知 


=. 75 æ 


二 NE 一 + 一 1) 


+N{[o— a +i, a f— 2) 


2 
< N log —. 
z A 


BitBhG2.3),G24)5 
一 一 上 一 二 | +i <1, 
10 lü 


f _— 
TI — al + Tie nsf) 


< 2N log 2 + 191 + 4log2 


+ 2 log — + 12 log 
— r 


i—r 


(3.2.5) 


< 2N log A + 238 + L4log 


在 lz- als jE aj tE 上 对 O 与 点 《应 用 


Poisson-Jensen 公式 (定理 1.1)，, 其 中 取 


Rk, = lt — azi +i R, = lë — zl, (3.2.6) 


— Ff 
20 “ 
则 
log KO < | bog lfm + Ree”) 
2x -0 
Ri— Ri 


x : dg 
Ri 一 2R,R,cos(@ — @) + Ri 


a RE Ga) a. 
| RAG = Pp) 


eo 764 


其 中 g, Ajaj S Rk. 内 基本 的 返点 ， 出 


JRE — (8, — 29 G — a] Rt Ri IR, 
有 


. Rit R, 2 

l | 二 Ras zp fs +2 log ——-——_-,, (3.2.7 
og LCE) < BEER: (Ros srs 力 十 3logT eT. G27) 
注意 Se(7Y) 有 


2 4 
2 bg > £ N log ---, 
[E — Pal A 


将 3,2,5),(3.2.6) 与 (3.2.8) 代 人 (3.2.7) 僵 得 
mtps zos f) < logt |1CE)] 


J 
< 82. { Niog te 30e 
r 


80 
再 结合 N(p, 2. f) < N log to 45 


Tlos DE 一 {N log ia + 119 + 7log- 1} 
(3.2.9) 
MEER (1), 对 于 任意 复数 上 有 
re ee 
Cc 
1 iN + L) 
a= sAN don 1 STENA 


3.2.2. 推广 


现在 我 们 将 定理 3.3 作 一 些 推广 . 
定理 3.4. 设 函 数 Ke) 于]s| 到 R 内 亚 纯 ， 若 
N =n R, j= + 0 R,f = 8) + oR,1 = 7), 


其 中 a, f, y 为 三 个 复数 ,是 其 相互 癌 的 球 距 有 一 正 的 下 界 d, M 
对 于 Orc R 和 任意 复数 < 有 


= 7? a 


CR? 


mr f = aj gy 


x [ev + 1) log = + log*-— + log 
一 了 


TET) 
于 此 so 4% le] €R 内 的 一 点 . 

ik. ZR R=1. BURTENE z= Rt， 即 可 化 
为 R= 1 的 情况 ， 

ao, 8, 7 的 次 序 作 适 当 调 换 后 可 设 maxt|ai,18|) < Ir]. 
由 于 «, 8. ¥ SERB dd 为 下 界 , 二 是 


d d 
a, | a 3 OO =, 
| 7 |8, co | 2 


从而 


2 2 
oj 一 二， jle 4, 
læ] a | d 


= f(x) 一 上 YË 
glz) fz) s yee? 


AY g(x) 在 <1 AWA. 且 
N =n g =0) +n, g =I +201, g= œ), 
WAE 3.3 的 证 骨 Aa 对 8 在 全 | <1 AEEA 1- 值 点 


AUER PERSP Cy)» FRR 无 妨 设 


lee) | <1, BRM AeA BET. MA lz 一 zel 
=e BERE r+ rerin. D 


区 别 情况 (1 和 (2》 类似 于 (3.2.2) 与 (3.2.9) 有 
CIN + 1) 2 
1 一 了 


TCps 202 g) < . 
1 一 了 


log 


但 是 


+ 7E «= 


Tes 20) P & Tla, z f — 8) 十 log+18| + log2 


= T (es zos i) + log (20) — P| + logt lAl + log2 


= T (ps20, — + log+ = 可 + tog2 


十 iog |K) — BI 十 log+j8l + log2 


< T (ps 205 2) + logt YZE] + logt — 
Ces zo 2) og p= og TEF 

+ log*|#{20)| + Zlog*|@! + 310g 2, 
注意 到 


< logt lA] + logt|a| 上 +2lIog2 + tog*——L_—.,, 
jy 一 及 | 
EE 


Tle, Šis f) < T lps 20s g) 


+c (tox + + 1) + togt |f( 20} | 


N+ 2 1 
<c] log —Ż— + log 1} 
EI 一， 工 一 ad 


+ log* f(z) |. (3.2.10) 
于 是 


osima) a(r t EE, wima) 


<= NG, ao f = a) 

一 Ff 

Cc | 2 1 
< (N + 1) log ——— + logt + 
rl ) log —— RG 


+ 08 el } 


079 « 


3.2.3. Rauch 定理 


OT BURN RSs RITEAR EE 3.3 作 进 一 步 的 推广 ,这 
就 是 Rauch"! 定理 ， 在 证 明 Rauch 定理 前 ,我 们 先 注 意 一 简单 事 
引 理 3.1. PC) HF lei 二 ROR ce) 亚 纯 的 冰 数 ， 若 对 于 
0 < n= yom R 有 
工 Í +) P(x)! wt Í 上 
en, log? |PCz) ldo, < lag F (0<ad< L), 


则 在 区 闻 [ro n] 上 使 


log + 
mr, P) <= ——____ 
ELE 一 ri) 


成 立 的 7 全 所 成 集合 的 测度 不 六 于 ao 


ik. WARS RZ MIZE [rio r] 上 使 
1 
log 2 


rikr: 一 ry) 
成 立 的 7 信 所 成 集合 的 测度 大 于 一 于 是 


mlr, PD > 


r log 二 
| 2pzfy， Pjrdr > Cry ‘rp t 二 一 log. 
ry 1ra Fy 
但 是 上 式 左 端 为 
L [È tog* (PCs) dees 
T <itler, 


按照 引 理 假设 它 应 小 于 log 一 ,这 便 导 得 一 个 矛盾 . 
定理 3.5, 设 函 数 f(z); P€z), Oz), R(z) 于 [=] = 1 内 亚 


« #0 * 


纯 ， 又 设 在 js| 二 1 内, fa) BPs), Ol2), RO 的 次 数 不 超 过 

N, Pz), OCs), RCs), Plz) — O€s), Ọs) — Re) RCs) 

一 Rs) 的 零点 与 极点 数 日 不 超过 p， 著 - 
1 


= Mf tow (17 + Jol + jp ol 


1 1 ` 
+ + 
lo — R| RET} 
WAF o r 1 AEE se 


= c 2 
alras f 一 a) <r ol + P) log Tr 


do < log 了， (3.2.11) 


(3.2.12) 


1 1 ] 
a S 
hla < 1. 

E. lel < 1 内 ,相应 于 fa) 一 P(z)， He) 一 OG). 1H) 


一 R(z) 的 零点 以 及 数 且 一 ——* 应 用 Boutroux-Cartan 定理 ， 相 


应 除外 加 (7 的 半径 总 和 不 超过 2ch 一 +- 二 <， 再 相应 于 Pe), 


Ola), RCz), Plz) — Ole), OC) — RC)» RG) 一 P(x) 的 所 
AE AF SE Be A FA Boutroux—Cartan EE, JAA Be Ob E 


Crh 的 半径 总 和 不 超过 2er = r, te (7) 26 Ch 与 (yz) 的 


并 ,(7) 中 诺 加 直径 总 和 不 超过 A, 


置 
g) = f(x) 一 PCz) | R(x) 一 Ole) | 
H(z) ~ Ol) RG) — PC) 
RY gz) 在 jx| < | AEH A 
aCl,g=O0)4+n01,g=1) 4+ e(1,g=-O) SN +P., 


选取 2€(7). [zol < AR lel) <L EER 


» j » 


rt Zs je—al <r +21) 


上 选取 jz 一 xl 一 请 与 (>) 无 交 , 并 且 


mp, gs P} + mp, sos o) +m (e， 号 各 5 5) 


+m (ps Zo. L) + m (e， Zo =t) 
K, O— R R— P 


= omax {mies Bos P}, mps Fox Q), moles Zo pop) 


mas <2), moa oho} 


< 5m (os ou [P| + 10! + Poo 


JỌ — R] [R—-PI 
1 1 
5 log — 125 log «= 
og — og 2 


= 一 - < 一 一 一 - (3.2.13) 
2a 41 一? 2(1 — r) 
(- +3 《1 一 r) ) a 


按照 C) PORE, (3.211) 与 引 理 3.1, 这 样 的 圆周 总 是 可 以 取 到 
的 . 
如 同 定 理 3.3 的 证 明 , 在 情况 C1) 和 (2) 时 都 大 


Tes s p) 一 CW tet) log 一 一 
— Ff 一 了 


但 基 
Te, zf) S TCP, 202 f —O) + Tes za Q) + log2 


= T (p, zo —+—\ + log Li€e0) — QC) 


1 
F 一品 
+ Te, 20 O) 十 log2 


» £2 « 


< T (p, Zos FP) +7 lo gny sag) +e? 


+ jog 1f(20) 一 OC20)| + TCes ay O) + log2 


。 R— Pp 
TCp, 十 了 |e， 区 
= Cp Zos g) (le 20> R ) 


十 T (os Sno oop) + Tle, z0) 


+ log fC) 一 OCz | + 2log2, 
RP or 
由 RO 1 + Roo’ 有 


T (o; Tos z 


=f )< T (o, Fos R 4 )+ Tlp, o P) 


Q 
+ Ta, zas O} + 2log2, 
BHE 
log [{€20} — OCz) | << log” [f(z0) | + logt| Q(z0)! + log 2 
& log’ | Ce] + TC o,20.0) + log2, 


1y) 


+ T (o, Fy op) + 3T Cas Eos g) + Tlp, Soy P) 


+ Slog 2 + iog |fCzo}|. 
HERR” mEC7 a 以 及 C3.2.13) 式 可 知 
3T Ce, Zis Q) + Tle, 209 P) 


1 1 
+7( > \+ r (o, > ) 
Ps TO RỌ Ps So gP 
1 
125log — 
g 


+a. 一 ryt 


TE 


Tlp, EAE] Ð < T(p, Sos g) +T (o, Ths R 


= 3 {plog 2 


= 83+ 


1 
125 log — 
8 


S 3| p log oe 21+) ， 
因此 
T(p, so DE Sle + p+ L log i 
+ log +} + log* | fC 20) ]. 
从而 对 于 任意 复数 4 有 


afma) nlr ha 


Tæ fma ) 


5 F 
< 
ler ~“ j—a 


=T {rt Foo f- a) | log 
— Ff 


TOE al } 
C 


3 
[wtp 1) log 一 二 -~- + log £ 
i—r d 


1 
t eT), z} 


$3.3. FCS Borel Xit 
3.3.1. 7512 


AS fe PCR BAY JE 5} Borel TiAl. DRT BIRR TRDE 


备 外 ,我 们 还 需要 两 个 引 理 ， 


HAR OTAPA, DX- IGED NA 
某 些 复数 4 至 少 六 次 ， 且 这 些 复数 不 能 为 半径 总 和 为 172 的 任意 


— 28 EX fit DB Ey ain 


将 五 划分 为 PIRRE DiC = Larte p). 对 每 个 fel 


Ki 和 包含 Di, PHE Ki 的 同心 圆 K; EI K; 的 2 倍 ， 


s B4 >» 


如 庚 在 每 个 K 内 ， 藉 s) 到 三 个 复数 的 次 数 不 超 过 n, A 
三 个 复数 疝 的 球面 距离 不 小 于 4， 按照 定 理 3.4 Ki AiR 
任意 复数 ” 的 次 数 应 小 于 


1 1 
Cati -— + lo 1} 
tail 


p=(Up)e(Ux) 


TREDA e) 取 任 意 复数 “的 次 数 应 小 于 
—} 
I [sy di | 


对 上 式 来 项 应 用 球面 距离 的 Boutroux-Cartan JE FEC PR 3.1 


c far + plog > + log 


A 


P 
{I jz, Aj} > AP, 
Fei 


BSP LER A (7) ROR MAR 20h, BA = 
存在 复数 elr); UBT CD, f = a) EN, 
因此 
N<n(D,f =a) 
1 
<C {ap + plog Pi + plog set, 

4a ERR d 一 ce” pj? 

Nxt Crp, 


即 存在 适当 常数 C* E a> en, 


D 我 们 回忆 , 表示 数字 常数, 但 每 次 出 现时 不 一 定 具 有 相 局 数字 ， 


» B5 e 


这 样 我 们 就 有 下 述 结 论 . 

513.2% fe) 于 开平 面 亚 纯 ;区域 Ds, Dis Ki, Ki G 一 1， 
2,-"*, PRO EAA. Bik nD,f 二 4a) >N 成 立 的 复数 a 在 
Riemann ER | AREA FERS 1/2 的 性 意 一 组 球 匣 加 所 桥 
盖 : 由 必 看 在 一 个 圆 Ki 与 一 个 数字 常数 C* 使 得 f(z) EK) 内 


到 任意 复数 至 少 Cs 次 , 至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 两 个 球面 半 


径 为 > HIRI. 

现在 我 们 应 用 引 理 3.2 作 进 一 步 的 讨论 . 

Ke) 于 开平 面 亚 纯 ; 级 为 有 穷 , 且 不 赚 化 为 有 理 逊 数 。 将 
引 理 3.2 HAID RAAR < |z| 二 R， 先 求 出 在 这 图 环 内 fe) 
取 某 些 复数 的 次 数 的 下 界 ， 即 估计 nCR, 一 0) nCr,f = 4). 


注意 ; 
Keimo = S| at 

log —- z 
N(R- JoN (ns -) 
log Ë f 

RRMA 1 的 正 数 多 有 

== a ref = aden, di 
a(r, f =a) loz $ ; ; 


1 _ 
= bg RE a). 
由 Nevanlinna 第 二 基本 定理 (定理 SOR Bw AREAK 
时 使 
w(x.) > TRN, FONI > 二 (3.3.1) 


成 立 的 复数 “不 能 为 球面 半径 总 和 为 1/2 的 任意 一 组 球面 圆 性 
i. 


= RE « 


取 尺 充分 大 使 上 上 述 结 沦 与 


240log È 


TCR, Ð == max fz40, - i r ， 127TCr, D> 
Q 


12T Ekr, J) R (3.3.2) 
log 4 log | 


满足 ,这 时 有 
n(R,f =a) —nlr,f =a) 
N(R) ule et ae +) 


log R log E log & 

r r 
L) 
— g’ 


> . 
log < log Č log & 
r r 
1 . 1 
— TCR, T(r, f} + log —— + log? 
LATED TOD + lee + e 
tog £ log < 
Tlars f) + log —— li + iog2 
ae Toza 
log $ 
> TCR, A) f: 4T(+, j) 4log6 _ 4T(kr, f) 
4log & TCR: Ð) TRÒ TQR, Ð 
log © 1 R 


log & TCR, Ð log 4 ° 


og 
_ r 4log 6 | 


i « a7 = 


到 充分 大 的 正 整数 4， 将 区 域 ， < lel < RO KRIS: 作 
g 条 由 原点 发 出 的 半 直 线 ,两 两 间 的 夹 角 为 =, FACE La 


. 5 s 
lel =r; r (1 + =i, steer (1+ 2") ’ 


其 中 


log Ë 

r 

5 = | ———-_——-|+ 
log (1 + Žr) 

qi 


于 是 r< |z] < R 被 分 为 个 曲 边 四 边 形 Di， 其 由 
| log = q’ log = 
| jog (1 +7) 


12D, 的 中 心 为 sy; 则 可 以 看 出 Dj AF jz 一 zl 一 Glas 


2 


应 用 引 理 3.2 于 函数 f(z)， 则 有 以 下 结论 . 

引 理 3.3. 设 fCz) 于 并 平面 亚 纯 , MORN RRS 
B WAr< jel < 上 R 内 必 存 在 点 2, 使 得 在 js — 2] < Hal 
内 1(z) 取 任 意 复数 至 少 


n= CER (33.3). 
rm) 


次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 售 于 两 个 球面 半径 为 ~ WAA, 
上 述 结 沦 当 (3.3.2) 式 成 立 以 及 R, q 适当 大 时 即 成 立 。 
以 上 假定 Ks》 为 有 穷 级 ,是 由 于 在 (3.3.1) 中 要 求 


v(x, 1.) + TOD 
f y + 7 一 j 4 ` 


当 O QBN PRAE BIS. (94 RSM AMER, 


+ BE + 


2RI ELA R 不 属于 例外 区 间 。 这 时 如 上 可 得 
a(2R,f =a} —nlr,f =a) 


由 于 R 不 属于 例外 区 间 , 使 
:RL TRD 1 
N(R, i) TE, ohal > 证 
成 立 的 复数 “ 不 能 为 球面 半径 总 和 为 1/2 的 任意 一 组 球面 贺 覆 
z TARRE R e 有 
i 1 PT 1 
N (2R, sag) >N (e 7 +) 


l. + l. 
>L TR, f) > ETC, DP. 
于 是 类 似 于 引 理 3.3 的 推导 可 得 
引 理 3.4. 设 a) FRU, AMHR RM. WE 
p< fel << 2R 内 必 存 在 点 ao AE le ale = lai ]Al fe) 
到 任意 复数 至 少 
n= cr TOR 
(or) 


次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 合 于 球面 半径 为 “ ”的 两 个 圆 内 上述 
结论 当 
240 log (2R) 

log ” 


NT, H, EAP tog 28 } (3.3.4) 
log & r 


TCR, f) = max {240, 


以 及 R, ¢ BUA RRA. 


. 89 + 


3.3.2. 亚 纯 函 数 的 充满 加 与 Julia 方 应 


在 定理 2.9 里 我 们 已 经 看 到 任何 一 个 超越 整 函 数 都 具有 Julia 
BW. (ABS BRA. AS eR. A. Ostrowski 
BS LH fey SU Re Re (<)>) 的 例子 ,其 增长 狂 为 

T(r, f) = O(log 1?) C> w), 
HE f(s) 不 具有 Julia Fi. 


BADE RNA 
定理 3.6.12 (O FA Pe, A 
lim ToD = oo, (3.3.5) 


rva Clog r)? 
ke E — FU 
Py; Jz—2,)< gije; lim lz] = ©, lim Bi = 0 
G | 2 
使 得 在 每 个 T， 内，f:) 取 任意 复数 至 少 n 次 ,至 多 除去 一 些 复 
数 可 含 于 两 个 球面 半径 为 ~”i 的 图 肉 ,这 里 limn; = 0, 
BRA ERIE MOA r RA fe) H—- FAB. 
RE. HGS AE YRS Foo AYE MC) ;使 
lim Tras 有 a co, 
are (log r) 
取 ory, 适当 大 ,并 使 


Tn D > maxl240, 240 log ra) ,127(1, 1), 
log 2 


BICEP tog Cr.) } 


以 及 使 4 
Thre,» Pp 
7 { log ry)? 
4K. MASELE lL lz| = 2ra 内 存在 点 2, 使 在 


” 90 » 


qı 


4x 
Teje — al <= [ail 
fi 


内 fs) 取 任 意 复 数 至 少 
m= c* Trays pe 
log rg, 
次 ， 至 多 除去 一 些 复数 可 合 于 球面 半径 为 e 的 两 个 圆 内 ， 
Wor 使 ra >3n, BR rh 使 
Tra, P) > max {240, 240108 ra) 127 res Ds 
log 2 


12T {2ra’, pD } 
Tog? 8 (274,) 


Am 
加 Treo P? 
Clog rt 
应 用 引 理 3.4, 在 rai << le] < 2r,, 内 存在 点 mm: 使 在 


2 


Pilz — zl < ‘Iz, 
gı 


内 i) BERERE 
n= C* 了 《ri pi 
log ri, 

次 ,至 多 除去 一 些 算数 可 含 于 球面 半径 为 ”的 两 个 贺 内 - 

将 这 个 步 难 继 续 下 去 ;我 们 就 可 得 到 一 列 贺 ,具有 定理 3.6 所 
述 的 性 质 . 

HR. ik (Cz) 于 开平 面 亚 纯 , 适 合 条 件 《3.3.5)， 则 必 存 在 一 条 
由 原点 发 出 的 半 直 线 J: agr 一 600 < <i le), PRAIA 
二 原点 以 了 为 平分 角 线 的 任意 小 的 佣 域 内 ,f(z) RRB RE 
多 次 ,至 多 可 能 有 两 个 复数 例外 ， 

EEE REEE 3.6 (RAP Ti: js 一 21 
slal. WEET T; A Ke) RERBREY n 次 ,至 多 除去 一 


£ 9] 4 


些 复数 可 含 于 球面 半径 为 <-* 的 两 个 到 内 , 且 jimm = 00, 
[emen 一 1, 2 至少 有 一 个 聚 点 , 记 为 eako << 
2z)， 则 半 直 线 Jrarge = O 就 具有 所 要 求 的 性 质 ， 因 若 泵 然 , 即 
存在 以 原点 为 角 顶 以 了 为 平分 角 线 的 某 小 角 域 9， 在 口内 f(z) 
不 取 三 个 判别 的 复数 aO 一 1,2, 3)， 但 是 8 内 包含 PG 一 1， 
2,…) 的 一 个 子 序 询 , 为 符号 简便 计 , 将 此 子 序列 仍 记 为 TP;。 妆 
i 充分 大 时 可 以 使 2< max {jansa} THE mv 一 152， 


3) 中 至 少 有 一 个 ， 例 如 cei, 不 属于 球面 半径 为 e 的 两 个 小 图. 
BU fz) 在 T; 内 取 a BD on 次 ， 这 与 在 QO 内 f(z) 不 取 at 
FE. 

REAR Be ATI ARO WARK e)N Jolia D, 


3.3.3. 亚 纯 函 数 的 4 级 充满 圆 与 Borel 方向 

ARPA SSE Be A BH i 

定理 3.7. i200 Me) FIER, 级 1 为 有 穷 正 数 ， 则 必 
FE Fe 

Pide = azl < elal, ime; =0, lmjz;| = 0 
G =1,2,°-+) 

使 得 在 每 个 FA (CO RERBRE” e P i 次 ,至 多 除去 一 些 
tn) PRB eo AIL. E lim 3; = 0, 

T: RY f(z) 的 一 列 1 RHA. 

证 ， 由 于 f(a) 的 级 为 4， 可 取 一 列 趋 于 ce 的 正 数 r 使 
log TON a 


lim . 
ka log ry 
EZ Fr, 适当 大 使 
Tora pz max 4240, 240108 rey ， 1271, Ðo 


log 2 
LTO. 用 log + } 
log 2 ki 


. 9? + 


ih Be 
= log rg. 


当 如 适当 大 时 可 以 应 用 引 理 3.3; 在 1 <del <r, 内 存在 a 使 
$e js 内 (2) 取 任意 复数 至 少 
ki 


在 Irl 一 中] 过 i 


a = erT Cas j 
(log ra 
ee ee em me em 的 两 个 圆 内 ， 
By rg ， 使 Tk, > Ore. FREY Thy 


TOs > aas 人 ao Mobs, , 127C Ds 
log 2 
127{2re: f) } 
Tog 2 Er 
LA 
92 = log rgs 
则 在 re le} < rp AEE n EET |e l < 一 zz] 


log ri 
内 天 xs) 了 到 任 意 复 数 至 少 
= c* Tin» P 
(log rp)" 
次 ,至 多 除去 一 些 复数 可 含 于 球面 半径 为 e 的 两 个 加 内 。 
将 这 个 步骤 继续 下 去 , 便 可 得 到 一 列 圆 ， 显然 
n; = ct TO D> poe > Jey ss 
Clog rajd 
二 是 这 列 圆 便 共 有 定理 3.7 所 述 的 性 质 . 
为 了 导出 Borel 方向 ,我 们 先 引 进 有 关 的 记号 , 设 污 数 信 z) 于 
FFE wee, args = Bf0 << Oy < 2 为 从 原点 发 出 的 一 条 半 直 $ 
线 , 对 于 正 数 ,适当 小 的 正 数 © AER BR a alr Oo esf = a) 


(Bin (r> Gs ©, —L-), H «= 0 时 记 为 vr， bo e f)) 表示 在 


中 93 » 


Rel Sr) N Cage — &] Sb jz) 一 a 的 零点 数 , 重 级 
零点 须 按 其 重 数 计算 . C4 a 一 œ 时 , 则 为 Ke) 的 极点 数 ,》 

定理 3.8. ee (a) 于 开平 面 亚 纯 ,级 1 为 有 穷 正 数 , 则 必 
存在 一 条 田原 点 发 出 的 半 直 线 Barge 一 (0 < Oy < 2x) 使 得 对 
TESEH gtu e 都 有 

iin log ntr, Gos £5 f = 4) =å, (3.3.6) 
ræs log r 
至 多 可 能 除去 两 个 例外 的 复数 . 

证 .根据 定理 3.7, fe) 具有 一 列 4 级 充满 加 Tj: lz — er] 
< slal PEER D 内 Me) 取 任 党 复数 至 少 aj 次 ， 
至 多 除去 一些 复数 可 全 于 球面 半径 为 ei 的 两 个 9 和 3; 
Fy, 其 中 lim 8; = = 0, 

JB e j 一 12 的 一 个 聚 点 为 era(o < Oy < Be), Bl 
XAI B.argz = BRAG RRR. AACR, MEEA 
原点 为 角 顶 以 B EDARRA R Q: [argz — Oj < e AR 
三 个 判别 的 复数 C = 1,2,3) 使 得 

jim Jogz(Crs Goo tor t= de) <4 (o= 1,2,3) (3.3.7) 


ro log > 


(LEE ONSET TG 一 1:2， 的 一 个 无 穷 子 列 , 为 符号 简便 
计 , 将 此 于 列 伪 记 为 了 ,。 当 于 充分 大 时 可 凡 使 
27l; max {le,> a,|}. 
Thupu 
于 是 eO 一 1 2,3 .中 至 少 有 一 个 ,例如 a, 不 属于 Sy 和 
SG = 1,2,-**), 其 中 Si, 和 Si, 是 S, FH 5; FEJ. FERED, 
在 Ty AR a 至 少 je p 次 ,于 是 


km log alr, Bos Es i = a) 
Fos log r 


s fim loa eins f= ay) 
ive log (2 }z;,]) 
= lim “YF * fog ¢ 124, | mon = j, 


1 log (2 | 23,1) 


» Qf e 


这 与 (3.3.7) 矛 导 . 于 基 定 理 得 证 . 

具 看 定理 所 述 人 性质 的 方向 称 为 (C2) oO 1 Bord 方向 ,或 简 
PR f(2) 的 Borel Bi, 也 有 的 学 者 把 它 称 为 Borel-Valicon 方 
向 ,因为 是 1928 年 G. Valira”! 首先 得 到 这 种 方向 的 . 

对 于 亚 纯 函 数 的 Borel 方向 有 过 很 多 研究 工作 ， 倒 如 M. 
Biernacki! $ w J PREFS. 

定理 3.8. RM Mr) TERTA HAE, 
在 一 条 从 原点 出 发 的 半 直 线 CB) args = 60(0 SO) < 2x) 使 得 对 
于 级 小 于 a ERD AR He C2) [包括 NC) BE BR) 
HA 


Tm Log sr» Oo 62 =) 7, (3.3.8) 
too log r 
78 & BT HERR PAT Sh Be 
A. Rauch’! 进一步 发 展 了 Biernacki 的 结果 ， 为 了 叙述 Rauch 
的 结果 ， 我 们 先 引 进 亚 纯 函数 收 你 类 和 发 散 类 的 概念 
设 Ke} FAEERE RAXAHER. BAD 


| Tir D dr (3.3.9) 
r 
为 有 穷 值 ; 则 称 f(z) 属于 1 RE AR OGDEN, Wl 
称 (os) 属于 1 级 发 散 类 . 
定理 3.8". PAR Ke) 于 开平 面 亚 纯 , 属于 1 级 发 散 类 , 则 存 
在 一 条 从 原点 出 发 的 半 直 线 (8);argz = O00 < A) << 2x) 使 得 对 
于 级 小 于 1 或 者 属于 1 Bik SORA IP eR Cs) EA 


Tij dr 
| nrs Da Es f= Di 


= 00, (3.3.10) 
ST] REET Sh LR, 

定理 3.8 和 定理 3.8" 可 以 借助 定理 3.5 进行 证 明 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 他 们 的 原文 . 近年 来 在 Bor! 方向 上 也 有 一 些 有 趣 的 
结果 ,在 以 后 的 章节 里 还 要 了 予以 论述 ， 


+ 95 e 


§ 3.4. Borel 方向 的 一 些 性 质 


34.1. 一 个 引 理 


为 了 以 牛 的 应 用 ， 我 们 需要 与 Borel 方向 有 关 的 一 些 性 质 . 

我 们 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 3.5. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , nG = 1,2,1) 是 He) 的 
极点 的 模 , 按 非 藏 的 版 序 排列 , 重 级 极点 计 算 其 重 数 ， 若 = 为 一 正 
数 , 则 级 数 


Ery 
与 积分 
| ete D dts \ a YOR de 
JASE TA} ERT IAS Be Az BE 
证 ， 宁 用 Stieltjes 积分 的 记号 , 不 难看 出 
了 R 
Sti | La ~ RD 
2 rf | 7 d Cea F) R! 
nio Í) + Te D ap. (3.4.1) 
wb fale 


Fo 


当 ER segs | S “Hs D ae tee oe, 


反之 ,如 果 (MED ae weak, HU RAS AN A 


get 


i> | "Ry > ace, D, 
grt 


ok 


HAGAL Sarr? the ae, 
WREE (3.4.1) Be 


| A) 用 


pot 


-= 96 « 


-_ NCR, HD — N Cros f) + 人 eN (z, f) dt, 
R" ro n 


To s 


则 如 上 可 证 积分 人 OP a 与 SGD ae amea. 


同样 地 可 以 证 明 

引 理 3.5. 设 所 z) 于 开平 面 亚 纯 ; 0 守 全 过 ry > 0, a 为 一 
SH, Mik rp ns f = a) G= 1,2,7) Æ Ke) — a Œ large 
— | S_ AB AMR, HIRAF BRS AIT RRB 
(24 a= 00 时 相应 地 为 (C2) 的 极点 ); 以 及 命 


N(r Bo, Hes 二 -) 


Í n (> “oom F 1 )— a(o, Bos %> +) 


— a 


== di 
è i 
1% 
+ "(9 > Oo. 45 poy) r. 
T e ER, WR 
Sfr, ts f = ayy? 
与 积分 
| r (2> Bos o 1 ) | Soe 1 \ 
i—a j— a: 
a di, ™ oe dt 
z i 
必定 同时 收 全 或 发 散 . 
3.4.2. SP oh ee RARE 


定理 3.9. 设 函数 f(z) 在 角 域 largs 一 Al <n A. 并 县 
存在 三 个 判别 的 复数 c = 1,2,3) 和 正 数 PERK 
Efren j =a p] = L, 2, 3) (3.4.2) 
oe, WS PEER IER c. Hee 
>A ral Oo» 1 — Ey f = a)y” 


+ OF à. 


对 所 有 的 复数 4 收 你 ， 至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 为 0 的 集合 ， 
tk. 用 由 原点 出 发 的 半 直 钱 等 分 角 域 |argz 一 印 | << ss 
使 得 每 个 小 第 域 的 开 度 不 超过 8/4, 这 些小 角 域 的 总 数 
I< 2Cy 一 £) 
E 


4 


+1, 


ER- EHAE ro ARAA Ù H 
Fas (1 十 oh "oli 十 =.) prte 


为 半径 的 贺 弧 等 分 角 域 |argz 一 后 | <q — 8. AERE Cle] > ro 
A Clage 一 人 | <n —e) 分 为 一 些小 曲 边 四 边 形 2 人 一 1 2 
7 一 11) 对 于 每 个 2 SEMA Tit 及 半径 为 其 二 倍 的 
问心 小 贺 Ta 使 得 
Be C Tarp C largs — Ol € n). 

MEA TR Thuo MERZER ra 的 数目 有 一 固定 的 
上 界 ， 例 部 可 以 荫 上 界 为 100， 

由 于 级 数 (3.4.27 太 化 ,应 用 引 理 3.5 有 
人 (rs Boana ÍT ts) g, oo (y= 1,253). 


pote 


(Ree 3. 和 FBT, 内 有 


n Qn, j= aC {5 AT sf = a,) 
vel 
+ log —+—_, (3.4.3) 
ec (yep -T 
2B Bp de Be eRe TY ep RE KEA CD OF en 内 。 
id 


a= Yon 7 A(U«). 


DAS evtv = 12,3) BAe, 对 为 一 确定 正 数 , 因此 在 C3.4.3) 中 它 可 以 包 
Bika mE, 


». OB + 


mese = lim mes ( Us ,一 


对 于 任意 复数 a，aEc ， 则 必 存 在 一 个 h Hat oe. FR 


上 一 加 


“ih 本 对 于 7 一 1,，2，…… J 和 复数 a 恒 有 (3.4.3) 式 ， 从 而 


LF 
SS 2 On f =a) 


i=l Fh 


i 
imiy PSL el 
L bag 
47 (nl +£) ji} 
上 ` 4 


nr, Bl 一 上 = a) 


Ma 


1 


<E {> nl2rs Oo. qs f = ay) + C2r) 2 


因此 对 不 属于 集 。 的 任意 复数 * 有 
人 mrs Go — E3 $ TA) g, -< oo, 


pot 
EHIE 3.5 便 得 定理 结论 . 
应 用 定理 3.9 我 们 可 以 推出 下 述 重 要 事实 .， 
定理 3.10. 设 fz) 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 AENEA. E f(z) 
TAR 0 < ater <6, ARA 2 Bore 方向 , 则 对 适当 小 的 任 
BER s 存在 三 个 互相 判别 的 复数 . «Cv = 1,2,3) MER 
Tyr h, 使 得 0 


D ATER C, RGA ac, 一 ARRECA Me) 一 4 的 零点 数 , 重 级 者 点 
须 计 及 其 重 数 。 


= 99 » 


1 
> n{ Cle] OO a S arge S 0 — a aE r, 


r=] 


(3.4.4) 
证 ， 对 于 [6 十 a; 如一 a] 上 的 每 个 值 p, 因为 age = p 不 
f(z) (9a ® Bord 方向 ;按照 定义 必定 存在 三 个 互相 判别 的 复 
Z elep), ER setq) 以 及 正 数 rlp),rlp)<ar, HF 
ai Cle] = r)N Cp — elp) < arg: SP + elp) 
= Be arn G=1, 2,3), 
于 是 对 于 riip), re) < rip) <i, A 
Polls SONG = ee) < age <0 + eC)» 1 一 po 
di 


a <= 0 G = 1,2,3). 
根据 引 理 3.5' 级 数 
Elies e(p), f= plp) por G = 1,2,3) 


eo. MEER 3.9, 对 于 任意 复数 = 级 数 
CE 
Wak, 至 多 可 能 险 去 关于 的 一 个 线性 测度 为 6 NE elp). 
注意 1 etp) sp 十 E) pt a< p < a) H 
成 了 闭 区 问 [pi + ep: 一 el AAR AFEA AAAH 


(ep, -5, g+ 2G = 1:2:，--…> L;e, = elp) & lates 


p: — a) —2 FB i. 
相应 于 每 个 p,， 询 外 的 零 测 度 集 为 = Ce). E 
c 一 个 它 仍 为 鹤 测 度 巢 ， 命 说 一 maxfrieD， 则 
ret Lerch . 


0 之 之 4， 对 于 任意 复数 a, HE ake, KA 
Shr (es ,j=0) <0 Ci = 1,2,++*, L), 


2100 4 


mf (M8, h= afa) < 


2 2 
根据 引 理 3.5 有 
| aje] <4) (0+ a Sarge <0, a) f = 2) 
di 
Epon <= ©, 


GEREF e 的 任意 三 个 判别 的 复数 a = 1,2,3) BERT, 
mcr 1,4 LAN. 


3.43, Borel 方向 决定 ~- 列 充满 硝 

在 $33 里 , 我们 曾经 看 到 从 亚 纯 男 数 汲 一 个 人 级 其 满 茵 的 序 
列 可 以 导出 Borel 方向 ， 反 过 来 从 亚 纯 国 效 的 Borel A ASL) 
得 到 1 级 充满 圆 的 序列 .这 就 是 下 述 和 的 A. Rauch! 的 一 个 结果 . 

定理 3.11 设 Kz) 于 开平 面 亚 纯 , 级 ) HABER. # 

Bitargz = 6,(0 <0, < 2x} 
为 fle) 的 一 条 Bori HA. WASP 
Ty: la — af < e;]a;], a7 = Jaje, 

lim |z, | = œ, lime, = 0 G = 1,2,+++) 
使 得 在 每 个 T; As f(x) 取 任 意 复数 至 少 |a] 次 , 侍 多 可 能 除 
去 一 些 复数 合 二 球面 半径 为 27 的 两 个 加 内 ,其 中 lima, = 0, 

证 ， 了 到 以 原点 汶 顶 点 以 BB 为 平分 角 线 的 一 个 小 角 域 
Q. |args -一 h| 一 > 
用 iz] = 2G = 1,2,¢°° ERARI 9 — 48 PS E 

Q: (H Jel <2 (Jarga — 8] < 7), 

对 于 每 个 QG., HAs 一 1 BBM FO + pe FA +a, ---, 
PO ban)! (RRs BRR CH <I SC aY 


‘101i. 


确定 ?进行 分 割 ,形成 了 bhAn Opi = 1,2,---.9. A 
Ty, & & THA, BARR C-2), Be 的 疝 心 圆 
Th 半径 为 其 2 倍 . 在 每 个 TL Att 


fi = min (5 nrus] =a, 外 


土 式 右 碳 的 最 小 值 是 对 所 有 的 三 个 复数 的 组 合 取 的 ， 只 要 这 三 个 
复数 相互 间 的 球 商 距离 227. EP 3.4, EO, A Ke) BE 
意 复数 4 的 次 数 不 超 过 


Clay + i}, 
可 能 除去 一 些 复 数 含 于 球面 半径 为 27 HOA. 
对 于 每 个 固定 的 1/， 有 = 个 除外 的 球面 小 图， 因此 当 i 变动 
时 ,所 有 的 除外 球面 小 贺 的 半径 总 和 为 


取 p 充分 大 可 使 
Ssl 
i=f, 2! 2° 


FRE f(z) 的 % Bod 方向 ,于 是 对 小 于 的 任意 正 数 


ve 
可 _ 一 下 
Df (eu， 2? f= a )} 
对 于 任意 复数 = 发 散 ,至 多 可 能 除去 两 个 例外 人 慎 ， 取 复数 a 不 是 
例外 值 ,也 不 属于 从 j=j 起 的 所 有 的 除外 球面 小 圆 , 则 
7 — TT 
Efra (00. 了 :一 a) æ, (3.4.5) 
AFH Met j 若 置 


Aj = Max His 
lis 


shron L= a)” 


mi 


©1026 


<c H+ Se 


< c{ } wat 之 oi} (O<r<i), G46) 


选取 一 列 单 调 递减 小 向 于 " WER O) AR- 7 Sia 


HAT 1 的 正 数 序列 


(3.4.6) D aah = 09， 从 而 可 以 选取 ji E 


Giese 
ni > me - : > Zu tira) 


fi 


= oo, Ait LAER 


Ate Sl <o we D 


joie: Wt jt matt 
fz > fi 使 
n, > mi s> prda a), 
ha 
于 是 存在 一 列 圆 Mls 一 al< Cm) 21), age = 0 HE T: 内 
f(z) 取 尾 意 复数 至 少 Jz TiM 次 , 至 多 除去 两 个 球面 半径 为 
24 RL 定理 从 而 得 证 . 
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第 四 章 “” 亚 纯 函 数 结合 于 导数 的 值 分 布 


Ee DABS Te PR ih BPA BX e 
是 将 函数 取 傅 与 其 导数 取 值 联合 起 来 研究 ， 在 这 方面 有 很 多 研究 
工作 ,在 章 将 扼要 地 加 以 论述 . 


$4.1. T(r, f) 与 T(r, r 增长 性 的 比较 


我 们 先 比 较 T(x, 让 TCs D 的 增长 性 ,并 证 有 明 FG) 与 
fs 有 相同 的 级 与 下 级 . 


LLL 两 个 引 理 


HATEAN f(g)， 人 以 后 我 们 将 要 看 到 用 TC, D RAR 
TC, ESAS. BEZH TO, 了) RAB TO, DARA 
难 , 在 这 方面 有 庄 珠 泰 台 建立 的 不 等 式 ， 为 了 得 到 这 个 不 等 式 , 我 
们 党 证 明 他 的 两 个 引 理 ， 

引 理 4.1. 设立 数 fe) FA PR. KOKA. ARG 
R SAMER, ROR, WEEER AHERN OSr CRE 


log* [fC ete) | < <ET nR SD + aR', flog 4 


+ NCR’, f). (4.1.1) 
3. E e are OS er R, F fled = co, WH Poisson- 
Jensen 公式 有 
log [4C] < 2 |” tog HC R'm") 
2x dD | 


x Res? dg 
R” — 2R'rcoslge — 8) + 7? 


* 1046 


十 > log ; 好 一 ` 
la ike |R — b,) 


其 中 b, 为 fel CE [el aR LIRA. FE 


R' 
log*|{(2) | < woo ‘DH ee} lor 下 
|s a 
= x 十 了 mR, D + log are . (4.1.2 
m7 Jz — 2,| 
bal RF . 


记 ba = lb, eu, Mi 
jre® — jajetu] = sinfke — gpa). 


PER Ji 人 ， y 
Jp l= t= CED lei) CEP 1a = 9091). 619 


= 


| log 
0 


= a(R’, of log | sin O[d@ 


ala’ 有 | 
II sin (8 — p, 2i | 46 


内 三 ] 


一 —n( R’, f)wlog 2, 
于 是 至 少 存在 一 个 实数 印 使 得 
ate fh | 
II sin (fe 一 Pe) = 
显然 = ri Sr So RRA ONES SULAS 
-ARAFA 0, ELI LLRA GLD HF Sr RA 


1 
Suen" (4.1.4) 


log*|/(re!) | < R EÉ mR’, f) + log aren 


, R 
+ Slog ae mR’ f) 


十 n€R', flog 4 + NCR’, A 


引 理 4.2. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , R, R 与 R” 为 三 个 正 数 且 
R< R < R WWEEER HAR SO<R Ele] =e LA 


logt] < EE, m(R"s 1) 


BeR” 
. 4.1.5 
R'—R (4.1.5) 


+ ACR”, f) log 


证 ， 设 bale = 12,077, nR”, DA fs 在 1z| S&R” 上 
HJIR. FASE Boutroux-Cartan 定理 有 
TE le — ei = (SSB, (4.1.6) 


4e 


mond 


Bi ke — es St ae PAS Rg RR 的 一 组 圆 (>) 内 ， 于 


REAM RS h| €< R' FEAA]: | =e SO). Mm 
在 isi 一 上 人 恒 有 (4.1.6) 式 - 

对 于 js| =e 上 任意 点 z， 应 用 Poisson-Jensen 公式 并 计 及 
《4.1.6) 有 
R? — Bie 


a 


R’Cz — bp) 


logt K < EER", A) + Ro, log 


“—p PR 


, +r ff R” 
RER mR”, A) + (Rs Dog BE 


RK — R’ 


4.1.2. Tir, O 5 T(r, f’) 的 比较 


现在 我 们 证 明 庄 折 泰 中 的 不 等 式 . 
定理 4.1. 设 函 数 (Ce) 于 开平 面 亚 纯 , 且 入 0) % oo, UAT 
Tr 六 1 与: 守 0 有 
TOr, D C0, Tr, ff) + logier) +4 + logt TACO]. (4.1.7) 
1. Rotiet=—+, HIE riS ar, ry dri, 73 or, 对 于 
PG) 应 用 引 理 41, 存在 实数 o 使 得 Oem AA 


» 106 + 


log* {Ff Cre”) | = me mCra, r? + alras F) log + 
7 Fy 


i 

+ N Cras f) {4.1.8) 
根据 引 理 42, 在 {r, ri] LE Ee 使 得 在 |z| 一 上 有 
logt f] < 乐于 二 i mlras 十 nl ras flog ~ — (4.1.9) 


由 不 点 出 Roma argz = 0, Œ peh, IAR iz[ = 2 转 一 
PATS) te/%， 这 个 曲线 段 记 为 工 ， 其 长 度 为 《2x 十 1)p， 设 
PEL EM RACY M. WAF le] = 上 的 任意 点 x* 有 

ln) | << O] + MC + 1)e. 


.于 是 
log* | fC) | << log |/(0)| + log*M + log*e + log 8x. 
48 FHC 4.1.8) 490 4.1.9) ay 4g 


bog tM <4 nEn 2 f) + Cri, f)log naa + NCr2, F) 
log - Bers 
a 2 7 prt ron) 
log 到 r2 FA 
fo 


Í log se 1 +1)7C ， 
= — s Yas 
| log a +t g — i VP 
= CLT (Crs, r). 
因此 ' 
me,f) << CiT Cra f) + logt(er) + 4 + logt {19}, 
从 而 
TO STC, i) 
< (Ci + ITC, P) + logt(rr) +4 + logt i/o}, 
R. iPM fle) TH FRM re oo 时 有 
Tr, f) < OLTCr, f) + logr}. (4.1.10) 


* i07- 


当 700) = co 时 ,从 定 起 4.1 立即 可 得 C4.1.16). 当 扩 0) 一 0 
Ehil RG) Fe) 在 原点 Laurent RES a H ab 
g(z) = f(z) — RCs), 
则 g0) Ao. THE 
Trag) < OLTQr, g) + loge}. 


{Ex 
Ter ft) = Tr, g) + O(log +), 
T(2r, g) = T(r, f) + OC logs), 
这 时 也 得 到 (4.1.10) 式 . 
定理 4.2. 设 函数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 , 则 f(*) 与 其 导数 CO) 
有 相同 的 级 与 下 级 . 
证 ， 由 
TOf) = mlrs F) + NCG, f) 
f 
<a f) + mhr, E) HNG, D 


< 2Tr, f) + mr, £) 


HAL (CORRS TRARH f(z) 的 级 与 下 级 . 

男 一 当面 由 定理 4.1 的 系 可 知 f(s) 的 级 与 下 级 也 不 起 过 站 (2) 
的 级 与 下 级 . 这 样 穗 证 明了 定理 结论 . 

Has 了 (zy 有 相同 的 级 , 最初 是 G. Valiron 的 论断 ,第 一 个 
完善 的 证 明 则 是 J. M. Whittaker™ 给 出 的 . 

E te) 为 有 穷 级 整 函 数 , 则 - 


TO, F) =m fo amr, f+ m(rs $) 


一 《1 + 1T, f) 
于 是 


及 . Nevanlinna™ SEW MPFR SREMM o 有 


+ 1083» 


1965 年 W. K. Hayman 殖 定 了 这 个 犹 测 。 OT BURR 
果 , 我 们 必须 引进 一 个 概念 一 一 集合 的 下 对 数 密 度 . 

设 为 [1,， 09》 内 确定 的 一 个 集合 。 命 Er) AE ERT 
Di, r] 上 的 部 分 , 则 的 下 对 数 密 度 为 


{a 
rir F 
log dens E = lm 

row logr 


Hayman 证 明了 : 
任 给 两 个 正 数 1, 天 , 则 必 存 在 级 整 函数 | (2) TE FB 


GEL 
PCr, P > KTC, F) 


# B. log dens E > 0, 
最 近 S. Toppila” Wi TA AREA iia): 使 得 对 于 所 有 

充分 大 的 ”部 有 
Tir, ToD ~ Slt 7 


TG, D 107 


542. 结合 于 导数 的 模 分 布 


4.2.1. 对 数 导数 基本 引 理 的 推广 


为 了 对 结合 于 导数 的 信 分 布 问 题 进行 讨论 ， 我 们 需要 雇 下 引 
理 , 它 是 Nevanlinna 对 数 导 数 的 基本 引 理 的 推广 ,是 直 甬 庆 来 所 给 
出 的 ， 

BIA 4.3. ic (>) Tl ERC S oA. & 

KO) = 0, ©, 则 对 于 0<，<p< 到 民有 
1 


f fer | 1 
i ry togt. tt logt — 
miT f jae, {1 + log log Feoi + g 7 


+ log” 1 + logte 十 logtTCe, 外 (4.2.1) 
— r 


© 159 。 


这 里 Ci HRTF RRR”. 


ww. C421) stat k= 1,2, 


它 对 于 k=? R. 
E z= ref, Mh Poisson-Jensen 公式 有 
2pPet? dp 


P7 iog |#Cre'?>| 


fle) _ 


2x, 


f(z) 


=| 


ARE BR, 


证 。 当 下 一 1 时 ,由 Nevanlinna 3 引 1 理 C 引 1 理 1.3)C4.2.1) 显 然 成 
se 1 已 经 成 立 ; 我 们 将 订 


z — b, 


i 
这 里 er, 5 分别 表示 Ke) Ei Se LMS RRA BRR 


EAA 


一 a} 


2 | 


Ceci? 


--- 一 一 十 
2 > 一 
六 — 4,2 


+ 和 
leglSo kz 一 By 


1 


2pei? P 
(pe — 2 yet 


| 


于 是 
a (fy) b 
dz’ ( f ) a) log [Cee] 
_ (1) a, 
+ 1) 2 ra 一 a)! 《oz 一 =y] 
_ 《一 1 B 
G=): Pave ay (Cr he 
TEH 
Con z 2 ova ea ! r t 全 i 
(z —a,) Cp — yz} Jz — agl |? — äl 
O 一 ap? z p oF le — a |? 
< pls — ap) eo ioe] 
Aaz 1 (20)! 
<j e + 
plz — a,) © =r} CP 
<| o 一 aie E Zito! 
p(x — ap) | CP 


D 以 后 我 们 总 是 用 C 圳 示 仅 依 于 大 的 常数 , 己 它 每 次 出 现时 不 必 上 其 有 相同 的 


Wh. PERHE, 


e fipa 


区 样 
(ly Ri 
人 一 和 | 


<! a? — bis i . 2+] pt 
BE — b,) (e— ryt 
因此 
f 研一 F 2p 1 
一 [| = -一 -一 -一 一 一 一 Fs to 
fort PSE Geiger APCD + low} 
tt pi 1 fei — p I 
Cp 一 ryt ls, Ie “Plz — ay) 
~i p?—Byez | 
laylse | P(e — B,) }- (4.2.2) 
注意 
a (FN a Ë fof. ET 
i (F) 7 ' p} 


其 中 a 为 上 次 多 项 式 ， 于 是 


+| £j Shoe | £2! 
log F< cD me Pane 
+| 2 (f 
+ log Faint ( f ) | 
结合 归纳 法 假设 与 (4.2.2) 式 便 有 


mfr E) <c fı + log*logt 1 + logt 1 
了 一 i + 
aes HCO) | or 


+ logt 2 t 十 logte + legtT Ce, D} 
— yf 
. 2- ， _ 

十 m{r, > ad ae Zber \. 
alke) Ps 一 ap) baie | OC — by) 


(4.2.3) 
但 是 


e lil. 


m p St pi —a,r | A — Bie Y 
\ ” ake | PCS — a. it, lp | PCa — b,) 
œ — a w 
< >» m t ; ze) 
Ie, |p Peo Ze) 


+i mr PC —; 5, 
+ log ( »{2, +) + nlo, D). (4.2.4) 
在 第 一 章 引 理 1.3 AERA O< ce cp KR BE 
一 po Buy 
a” ( ” pls 一 ay + 2,” m(r ple — b 5) 


= N{o, +) +N€p,f) — Nir, +) — Nr, Í) 


op => 1 
< ETS TCs 1) + log* mzio} 


(eo — 4) 
选取 
p=rt :(p’ = 人 (4.2.5) 
2p {Te „Í 十 lon ODT +1 
后 , 即 有 
o — Bz 
+ au” Q eas) <1 (42.6) 
由 (4.2.5) 易 风 
ep —p=(e —1r)—Co— +r) > 
pO ET 
p 3 2? 
故 


*1ize 


nlos Ptn (6, 4) 


<fn D +N (o's +} 
log '— 
aL Íre, f) + logt i 
p A (e's 1) + log TON 
2e 1 1}. 42.7 
< RL IEC D+ her it. 42.7) 
BALDRA 
log? - :i logt + + log+p + logt 1 
o—F p — r 
+ logtT (p, f) + logt! + log6. 4.2.8 
Bt T Ce’, f) gtiogt eG 十 log 《 } 
4.(4.2.4),(4.2.6), 人 BOA 
了 go ; 1 
mlr f peel log? FCo potett 
+ logt + logf+p + logt TG’, ph. 
e 一 + 


AUR AA S| RIE. 


4.2.2. Milloux 不 等 式 


在 亚 纯 饼 数 结合 于 其 导数 的 模 分 布 方面 ,1940 E H. Milou” 


首先 获得 下 述 结果 . 


定理 不 3. 设 fa) 在 |s| < RCS w) 内 亚 纯 . 若 KO) o, 


cofo) æ 17400) Ae 0, MF OM rR EG 


TOAD < Nr, P) +N (rs +) +N (>, w) 


—N{r, we) + Str, 力 ， (4.2.9) 


+ 113= 


Ah f fir fren FR+1) - 
Sirsa mr, MEIC ; )+m(rs \ 


“pf 


+ log 


CO HRC) — 1) 
aay 2 | + log2, (4.2.19) 
证 .我 们 从 恒等式 

Lm fo .fet 

F i fern f 


m(r, 1) < a(r, | +m(r, i) 


po 
十 m (+, Ce) + log 2. 
g 


但 由 Jensen-Nevanlinna 公式 ({1.2,5) 式 ) 有 
t o 1 1 
r, the TO —N (+, LE) tog -一 工 _ 
m( r) TOD) =N r) E ECON 
K 
pa — 1 _ ; fiery 
m (>， jer \= mfr, Ae 


+ a(r; 53) -N ù», a) 


+ oe af 
于 是 
(k+l 
TEDEN (r 2) + {ne J 


一 N(r， 大寺 中 十 SCry 门 ， (4.2.11) 


其 中 SCr, 了) 由 (42.10) 式 表示 ， 
应 用 引 理 1.2 有 


* 114. 


N (r, fren \an(s, | 


fo —1/ frm 
Le 
—NCr, f®) 一 Nt(r， z5} (4.2.12) 


注意 到 PPR) 与 e 以 且 仅 以 fs) 的 极点 为 它们 的 极点 ， 
当 fz) 网 某 点 n 为 1021) BRAM, FC) 网 各 为 了 二 天 
Bra, (MG) 以 mo Arte +1 重 极点 。 从 而 
N Cra FED) — NC, JH) = NG, PD. (4.2.13) 
将 (4.2.12) 与 (4.2.13) 代 回 (4.2.11), 便 得 定理 结论 ， 
应 用 引 理 4.3, 我 们 可 以 对 Milloux 不 等 式 的 余 项 进行 讨论 . 
设 f(z) 十 开平 面 亚 纯 、， 当 f(x) 的 级 4 为 有 穷 时 , 取 p= lr 


phj 
log tT(p, f) = OC logr), Cr— oo). 
结合 引 理 4.3 有 
mir, fr = O(logr). 
(4) 
再 由 
Tle, FP) = NCo, FE) + mlp, FY) 
< Ne, 1) + ANC, 1) + mlo, D + mlo, e) 
<= (k + 1)T(e.f) + OClogp), 
{fs 
log*T Ce. f°*) = OC log 7). 
于 是 


mr i | = O(log rr). 


了 fb 一 1 
因此 当 f(a) OMA, Milo 不 等 式 的 余 项 有 
S(r, F) = OClog 7), 
= lį5 


当 f(z) 为 无 穷 级 时 , 取 p =r 十 一 上 ,由 引 理 4.3 与 引 
Tr, H 
H 1.4 Ë 


mir, T>) = Ollog CTO Dh C=kRED 
至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 除外 集 、 在 《4.2.10) 所 表示 
的 余 项 SCs N) 中 仅 级 再 估计 w+， 二 一 )， 我 们 先 对 7 和 


3 fl 


应 用 Nevanlinna 5|, 


p= r -p Ø 
2 


m (- | 10 + tog log t hmm 
T HOR 
1 


+ 2log* + + 3log + —~—~. + 4logtp’ 
r Or 


十 4log+ T(tp’, FP — 1) < 10 + Flog2 


1 1 
F 2logt 十 3iogt 
FT OE pr 


十 4logtp 十 4log+T Ce's ©), (C4.2.14) 


+ 4logt logt 


Tle’, fe) = (k + Lyre’, A + m ( 站 
Alog*T Co’, FY) < 4 log CR + 1) + togte, f) 
+ tlogtm (o, re) + 4log2 
= 4log (k + 1) + 4logtT Ce, f} 
+m(o, fe) + 4Ciog4 —1)+4log2. (4.2.15) 
再 应 用 引 理 4.3 
mies TE) < Ca (1 + eve 


生 站 


“+ log? i + logt -- 了 ; + log+p 十 log*T Ce, D} 
e p--e 


1 1 
ZEC {1 4-logt logt 一 -一 -一 -+ log*— 
* Ho r 


1 
+ ijog+ 了 = 十 logte + log*T Co, D}. (4.2.16) 


(4.2.14), C4215) S421 BN. 


m(r, Eo) = OUE CTC D))s 
至 多 可 能 除去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 除外 集 ， 于 是 对 SO, j) t 
有 相同 的 论断 ， 
由 Milloux 不 等 式 与 对 余 项 的 讨论 ,立即 有 
Hl, Ai) MBER. PRO RE EE 
(1) fz) 一 a OFARBAN: 
(2) FY 一 让 的 零点 数目 有 和 穷 ， 
Hah bs 4AP AHEM, Hs = 0。 
F Ew CGY 和 (2) 辣 时 发 生 , 命 


fi) —a 
b 3 


gir) = 


对 e 应 用 Milloux 不 等 式 :并 计 及 以 上 关于 余 项 的 讨论 ,可 以 
推 得 


tim TUD < o, 
wea ogr 
B515 g0 应 为 有 理 通 数 ,从 而 蕉 s 也 是 有 理 通 数 ， 这 与 候 


设 予 盾 . 

R2, 2 He) 为 有 穷 正 级 整 函数 , 则 下 述 两 种 情况 不 能 同时 
发 生 
GA) Ke) 有 一 个 有 人 菏 的 Borel 例外 值 ; 
(2) PP 有 一 个 有 穷 非 零 的 Borel PAME. 


«eile 


4.2.3. RRETHE 


INERT PRR” ARER, ERAF Milloux 不 等 
A HR ERR KASH SHS BARI. 

定理 4.4.15 f(z) 于 开平 而 亚 纯 ， «, 6, c AZIA SROH 
ber t,e &O0,h 2c, M 


i)a (o aos) 
+N (r, we) (e ay) tD. (4.2.17) 
这 里 


T(r. f) <N (r, 5 


Olr, f) = Oflog (FTO, A}, (4.2.18) 
当天 有 ) 为 无 穷 级 时 ,可 能 须 除法 7 的 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 集合 . 
证 ， 我 们 从 


mle Te ge) tml 525) 
出 发 .而 

m{r, 7 

m(r, Ja) 一 T(r, fP) 一 区 (+ ， po) FOOD, 


FE 
Tír, PD <N(r, j 


t= 7G, — Nl, 7) +00), 


二 一) 476,79) 


Nir, t\am fw 
N\r, xa) + (z 二 -) + 0(1). (4.2.19) 
对 于 fe) 应 用 Nevanliona 第 二 基本 定理 有 
1 ; 
TO, FEY EN (z, po) + N{r, 


was) 


+N (r, \=n(s, ari) + OC, 1). (4.2.20) 


—i 
fi» — r 
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当 fCx) 为 有 穷 级 时 , 根据 定理 4.2 (P(e) 也 是 有 穷 级 并且 
Ora FP) = OClogr). 4I@MAKAHAN, 
Or, FP) = Of tog OTE, f) 
= Of log (r T(r, Phs 
可 能 须 除 去 一 个 线性 测度 为 有 穷 的 集合 . 
比较 (4.2.19 与 《4.2.207 即 得 定理 结论 ，- 


§ 4.3. Miranda 定 则 


在 $2.2 我 们 曾经 看 到 ,对 于 域 刀 内 的 一 贿 全 纯 函 数 .多 ,如 果 
多 中 每 个 函数 都 不 取 两 个 存 穷 复数 as。 b, 则 .多 在 D 内 是 正规 的 . 
在 本 节 里 将 考 急 居中 每 个 庄 数 不 取 一 个 有 鹤 复 数 a, HRS 
数 不 取 一 个 有 并 非 零 复数 上 5 的 情况 , 建 这 相应 的 正规 定 则 ， 


4.3.1. FAEM 


为 了 获得 正规 定购, 我 们 先 证 有 明 : 
定理 4.5. 设 函 数 f(z) 在 |s| << Rk 内 全 纯 , 且 在 此 圆 内 
Hx) 0, PP Ce) l, A O OO, 则 对 于 0<+ RA 


+ + ] 
Tir, P < Cr lice C0] + log? |f*CO)| + log TO) 


+ logt a + log tR + log*— 2 - }. (43.1) 


和 证。 对 (GME 43 有 


; i fe fiery fiery 
Tir, D €m Ar， 六 + mr， 十 m(r, wI 一 -) 


| OCL) 一 | 


J 
m (- 2) < C, { 1 + log*logt 1 + log+ 工 
lf C0] r 


©1196 


1. + logte + log*TCe, pn} G=ke+D. 


iy togt 
+ log > 
fate a 
xT m (r: eT) 由 引 理 1.3 有 
pete ` + 1 
m (-, ye oa. 一 } <210 + 4logtlog Tew i TH 


+ 2log+ + + 3log+ 一 t+ 4log To” 
r a Or 


+ 4log*T (e's — 1), 


但 
The’, f*) =m (o, rP) + Ck + DT”, f), 
ae 
取 = os 则 


， 1 t 1 
4log*T Ce", FP) << logtlogt 一 一 一 - + jog+ 一 + leg? -——,; 
) [FCO] p p— ep 


+ logte + 5logtT (ø, J) + Cy 


< logt logt logt 工 十 log+ as 
r — 


r 


1 
一 一 一 十 
1700) 

+ logtp + SlogtT(p, f) + Cga 
于 是 
+ 1 
T Crs 1) < {og [KO + Ca og tog* AT} 


toot I 
十 {og | #©€0} — 1] + 4log +log TPO) 11 一 T) 


i 1 | 1 
a logt — 
+ log FeO) | + C, jlog ; 


+ logt coy + log*p + log*T(e, f) + i} 


#1205 


. 1 
< logt KC0)| + tog*|#C0)| + logy 


+ ca {log 1 + logtR + 1) + C,logt 
r 


por 
+ C,log*T Co, f). 
op D> 了 时 , log* +. < logt ,应 用 引 理 2.4 清 去 项 log* To, 


站, 即 得 定理 结论 。 当 ;<< 是 时 ,由 TODS r(&, 1) 也 可 
得 到 定理 结论 . 


4.3.2，Miranda € H 


现在 我 们 应 用 定理 4.5 来 证 明 下 面 的 重要 定理 ,由 此 易于 导出 
著名 的 Miranda™ M. 

定理 4.6. 设 在 |z| 之 1 内 JC2) 全 纯 , 并 且 
1E) = 0, (PG) AL, 着 在 ls] 所 直上 存在 a E leol <1, 


WEL E > 圭一 致 地 有 C| < Ca 


证 ， 我 们 区 分 两 种 情况 . 
(1) le] <2 EER 
是 
D> He (| > 1， (4.3.2) 


ABO AeA. 
0.1) Æl] = 5 EAA |/(x)1 < 1， 定 理 结论 显然 成 立 ， 


(1.2) 在 js| s> FEA hla) Sh. REENE, 


让 | 一 


— 


在 zx 上 存在 n Eiei = 1. 
由 《4323， 在 znl 5 Le 


a 121+ 


k tF) 
naek, 
于 是 当 加 


m\ rs Bas + \ < < Sym (r 2p fe) + tgl + 1) 


< Cr fı + iogt + + logt 
r 


p—r 
+ logte + log*T(p,27, ph. (4.3.3) 


Eja) = 1, KO OC fe] 过 1D 与 (4.3.3) 得 
Crha -mfo t 
T(r , say Ð = T(r, EFE) r) \ » s +) 


< Ca fı + 4og+ — + log" tote -+ log*tp 


十 logtT(p, 233 Al. 


应 用 引 理 2.4 消去 logtT (eo, af), 不 难得 到 


Thr, 23 J) Z Cy l 3 _, . 
32 
故 
ŽL 
la u(t je“ Sr (2 ijec 
E] a 一 一 2 . 
g z: 5 i V as k 


注意 到 iSS AF [e — aal < qg Ao 即 得 
log M 人 1) < Ce 
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k 
(2) 在 ls! < È EFE nD) GD! <1, 


在 jz| = 二 上 到 点 使 C5)1 = max |/0)]. FH REE 
=} 


fe z3 50, 这 时 又 区 分 为 两 种 情况 . 
(2.1) Æ zt LHES P] <1. 
在 此 情况 , 对 于 at 上 的 任意 点 有 


OEI OESE OE 
< Oal +1, 
[DD E 1e] + SIO Lae 


< EIG + el 1, 


erara 


È 
FOLS eD + OOL a < 3 Pel, 
MEFE] iai 


KEO < DY Pe sa, 


于 是 
I 1 
u(z, DELES 1 <2. 
(2.2) 在 #3 EE UP | > 1 的 第 一 个 点 为 m4。 则 
lali koast (4.3.4) 
eka 
[P4925] > l, 


而 在 z3z4 LAMP) <1. (a 可 能 与 a BA) 如 同 《2.17 


Ife] <2, FOC)) <2. - 
“123 。 


在 lz 一 sf 二 A. fest, 且 f(s) OLE 
f(x) 1, 应 用 定理 4S, 对 于 0 之 7 之 = 有 
T(r, tas F) < Cy [logt ICa] + logt ICa) 


1 2 
+ logt ——— + log 一 全 一 1。 
E AO a] g 3 } 


——r 


为 此 由 (4.3.4) 有 有 


= 


SG r(2, bay r) < Cae 
3 8 
、 定理 4.7. 设 .入 为 域 DD 的 一 个 全 纯 函 数 族 。 AEDA, ,多 中 
每 个 函数 GER H k RO OAR 1. ED 内 是 正 
规 的 . 
证 ， 我 们 仅 须 证 明 多 -在 刀 内 每 点 都 是 正规 的 ， 任 取 ae D, 
则 在 在 相应 的 正 数 加 使 得 |z 一 aol KO ATDA. 
WSF 中 每 个 图 数 fl), & 
fs) = Katan, 


KO 在 和 <1 ASM, LAOS OSs MRE 
lz — 20] <È EFE n fÈ [aD] < a8, WE Le] < ER 
地 有 f lal EO <1. 应 用 定理 4.65 在 ls| <b 
RA AG) < Cy. BRE le — ol <2 b~ Ba Iæ] 
< Ci. 
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于 是 对 -中 每 个 函数 Ka, 在 | 一 mm] < 也 上 或 者 一 至 地 
AlI) < C4183, 或 者 一 致 地 有 |jtw)| Sok. 从 而 对 于 .多 -中 的 
TEESIEN 一 和 | < = ERREGER, 
或 专 存在 子 序列 《fuCs) ), 其 倒数 一 致 有 界 。 FES 在 |z 一 z] 
< à 内 正规 . 

E UF HRDAN-+*+SHRRK. BEDAK, .中 每 
AER (四 不 取 一 个 有 穷 复数 a, ERMER (四 不 取 一 个 有 
DEFAR b, WS ED 内 正规 ， 

定理 4.7 的 正确 性 首先 由 P，Montel HHF. Bureau 给 出 了 
部 分 的 证 明 。1935 年 ，C，Miranda 由 给 出 了 完善 的 证 明 ; 所 以 通常 
称 为 Miranda 定 则 . Miranda 原来 的 证 明 相 当 复杂 , 这 里 的 证 明 
则 比较 简单 . 


$ 44. 结合 于 导数 的 辐 角 分 布 


44.1. FEEN. 


如 同 G. Valiron 的 基本 定理 《定理 3.3)， 以 下 将 建立 一 个 结 
合 于 导数 的 基本 定理 ，( 参 阅 张 广汉 外), 

引 理 4.4. RAR fe) |e] S RO <oo AA, FH (0) S 0， 
oo, FOCO) 1, XO 0, MAF AK RA 


1s < C, {N(R f =œ) + NCR, f = 0) 


+ NCR, PY = 1) + logt FCO0)) + logt] /®C0)] 


+ logt + logt Š + log1R 


1 
Cu) | 


> 
+ logt } 4.4.1 
og* 到 二 (4.4.1) 


r 


由 定理 4.3 出 发 ;类似 于 定理 4.5 的 推导 即 可 证 明 这 个 引 理 ， 
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定理 4.8. HARIO Ehl] ALA. 若 
all, f ~0) + (l, f= co) + all, f = 1) <N, (4.4.2) 
SS Fee eK ee 


p(z ta) S Ce le Tey 


+ log*log* l/C2") it. (4.4.3) 


KEG ha ER 忒 zx) 与 < UR" 是 jz | < 六 内 的 一 


as 


nf, f= ah 1 ne 
Ed 


H le" — fal > (sone 


其 中 plg 一 1,2,… an(1sf = 00) JE DAE le] < 1 内 的 极点 . 
ie. Z#Ele|<1 WEL elp = 1,2,---, Cl, f = ODA fr) 

的 零点 ， FAE] = 1, Žž, +; aCi, f= oo }) RI J) 的 极点 ， 

TÈ = l, 2, +21, a(l, FY = ERR PPC) 一 1 的 零点 . 

根据 Boutcoux-Cartan 引 理 ,对 于 任意 点 zc, SPR 


wil, =0} atL.for} 


I |z 一 oz]， I} ls — als 


P=1 


wtp ten) 


il jz — rl 


tai 


a. 1 YY R 4 f 3 
都 大 于 GE) ,至 多 除去 有 限 个 小 加 ,其 半径 总 和 不 超过 Se 


这 些小 贺 的 总 种 记 为 《7》. 
共 分 两 和 情况 . 


GEANE = LEECHES 


， l 
KPW > 1 (4.4.4) 
j=0 


= ]2f a 


TOO PIRER SEES at 于 是 存在 点 w jzol 


所 二 A aël). 在 lz 一 和 | < È EECA 


n E C2) 
i=0 f(x) 


因此 对 于 0<r<o< 芒 得 


1 
HOIN 


k 


m (r, 26s +})< D m (r> o T) + tor Ch + 1) 


=< Ca fı + log* = + log* + 
+ logtlog*— le + tog*T(o, zo; DI. 
lice o) | 
再 结合 到 
lr tg elf) 
N (>, zos +) = log — i 
| zo 一 a, | 
lay zg | < 
pareto YT) | zo 一 - CA) 
= log - e < N log C800e), (4.4.5) 
atl, f= 
ize — ap] 
Pi 
便 有 


1 
Tr, Zos +) < Ci {n + log 一 + logt 


+ log*T Cp, zo f) + logtlog* 


res 


< Cy {N + log tL + logt +t 


后 -一 好 


十 bg*7(p, Zo» +) + log *log*] (C29) ] 


tiog+— 1 
+ toate 


(0<+<p<3) 
32 


应 明 引 理 2.4 消去 logtT (e, zo +g 


T(r, » L) < Cylogttog+ 1 
"ao F) EOE OR Tea) 


+C, {x 十 log+ 二 十 log+ 本 一- 十 log logt I 7)1}. 


一 - “一 了 


32 


T(r, a, D logt | #Czq) j 
+c, {x + iog* 二 + logt — 


+ log log+ 11C20) |}, 


5 


+ log2 + log Ton 


Ifo) 一 ?| 
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1 log* + S 
< Jz! 2° liea] + eat lel + log Te 
4 


+ CKN + log*tog* |f(0)|)}. 


注意 |z| <2 uF jz 一 sj <i, 以 及 对 于 任意 两 个 复 
数 sy 有 


logt |x| 十 log+rly| + log < log — 


lz — y] El 


因此 
1 


-1 — 7 — + 
e (gpf m e) < Ca [N + ow TT + he og IKI}. 


(2) 存在 点 m lal < + KENE D [PCa <1, 
I=0 


NK beje =al <= 内 存在 圆周 |s — sf 二 p 与 (7) 


FOE. tt 
lf] = max, Hl. 


HERB EH = BC, CO ARE. DOM RS 
部 分 ,这 样 得 曲线 段 工 ， 可 以 看 出 工 的 长 度 小 于 1. 
(2.1) ELERE | PHW]. 
这 时 对 于 工 上 和 任意 点 zx 有 
PPC) | < [fC] +1, 


k 
HO D Cad] 十 1， 
faked 
lt < > UPC} tie 
Mitt 


mp, 与 15 H < log2, 
如 同 C4.4,5》 


PT 
Nes Pat) D = log 7 


lzi — &, | 


leje glr 


pear P Il Jz — gal 


<< N log C8002). 


TE 
Tles Bis D < CN. 
FA im ot TE ee = 有 
1 1 
OMG 3 21> 7 1) 


1 
a( 3 215 L \< 1 
4 fi—ua 


log -- 


+|- w|- 


< TC, 29 f) + logt{a| + log2 + log 


ot TOET 


了 y 
[Kesal }- 
但 [x] < 一 含 于 lz — al <È p i 
+ 1 
» (=， ty) < (4 + log in) ies 


(2.2) HEL EMA a 向 《移动 时 使 EMC) | 1 的 第 一 个 
点 为 22 5 Map| SLAM asa. 于 是 


<C (N+ log 


PPC) | Be 1, (4.4.6) 
而 在 工 上 由 a WDA FEC) | <1, 如 同情 况 (2.12) 可 得 
Heal << 25 [Pf | <2, (4.4.7). 
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` : i 3 7 
Basis al HE < + oye 


Js al d+ @F le] <1 a. Ele alad 
A Wat, E 
s(a +t, mimo) tnd ts nt=—) 
+ a(d + Es zas pe = L) <N. (4.4.8) 


应 用 引 理 4.4， (4.4.6), (4.4.7). (44.805 eel), BOK < 


1 - 
d+ —- ht 
6 Te 


T(r, FEI D < Cr fy + log 一 一 一 一 
如 十 -一 一 了 
16 


EM |z 一 x*: Sd + > 上 应 用 Poisson-Jensen 公式 ， 并 注意 


261 A 
(a + i) +d 
， 、 32 . 1 > 
log |f€5) |< 一 一 T 一 F (4 +e i) 
(a + =) 一 4 
32 
api 
32 
+ >. leg —— < C4. 
lBgn 81d +i/2 18s — zal 
从 而 - 


mlas Zis f) <= CiN. 
do SS 2.14 EEES] 


a(g poe) <% (N + los Fy, a) 


4.4.2. 应 用 . 
现在 我 们 将 定理 4.8 致 用 于 讨论 亚 纯 函数 的 辐 角 分 布 问题 . 


s E31 


定理 4.9. 设 1() 为 一 整 汕 数 ,级 4 为 有 穷 正 数 , 则 必 在 在 从 原 
点 出 发 的 一 条 半 直 线 8:argz 一 600 S b < 2x), RA TAHE M: 
若 多 为 任意 正 将 数 ，a，8 为 两 个 任意 的 有 穷 复数 且 六 不 为 零 ， 则 
对 于 任意 正 数 8 有 


lim log (nCrs Gos Es Í = ot nlrs Sos és fs) = B)} = 2, 
rw gr 


(4.4.9) 

这 里 如 同 3.3.3 节 中 的 记号 ,x《r, Os £o j 一 中 表示 区 域 (jz| <r) 
NC large 一 | € eE F) — ao BAR, nrs Oy, 8,7” = 8) 
METERREL P —@MBAR. FREE SHH, BRS 
ARRIHEN. 

证 .根据 定理 3.8, (至 少 具 有 一 条 Bord 方向 

B, args = (OO r), 

我 们 将 证 明 瑟 就 具有 定理 所 要 求 的 性 质 . 

BARR METER hos ASA Be Cs Bul Bo ae o) 
以 及 一 个 正 数 so 使 得 当 > 适 关 大 时 有 

nrs Dos 80s 了 一 本) + nCrs Bos £o, FP = Ba) 
y Ér <4), 
75 i 
gi) = fla) > oy 


g 


EAL RERE GEH 5 f(z} 有 相同 的 Borel 方向 ， 
Ala st) BOS Bad 方向 ， 根 据 定理 3.11, HEAD 


T;: jz - g] < AEAF lim lz;Í = Oy 
jen 


lime; = 0, arge; = Oo G = 1,2,---) 


jw 


A g(z) 的 1 RARE. MERA T, 内 g(x) 可 任意 复数 至 少 
jsj 次 ,可 能 除 去 一 些 复数 售 于 半径 为 而 的 两 个 球面 小 图 ;;， 
4; 内 ;其 中 lim y = lim 4; = 0, 


取 


Pija — 2;[ < 32e; lz; 人 一 1)27 
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当 了 充分 大 时 T) ATER largs — Oo] 过 e A 
当 了 完 分 大 时 ,对 每 个 固定 的 ; 置 
z; + 326; ]2;]é 
WO = Greve . 

BE a1 bea He 

n(ls Ay 0) + all, AYP = 1) 

= nT, g = 0) + aTi g® = 1) 

nC |i| + 32e;!2,|, Cos Eos f = a) 

+ aC| 2; | 十 326, |=; ] + Goo Epp FË = Br) 

< Ije]. 

应 用 定理 4.8 ,对 于 和 任意 复数 “ 有 


ae n= zo) 
32° '  (32e,}3;|)* 
1 


log g 
MO» Grate 


< Cr fis + 


+ logtlog* |407] L. (4.4.10) 
RH 


n(Tis g = a) < Ca f |a|" + log 1 


| ECsy) a 
(326; ]aj])* Gejza Dt! 
十 lor 十 gF) 
二 female 
可 以 假定 sjal 21, BOM T; 的 半径 不 满足 这 个 条件 时 ， 
RIRE D MARTA |z 一 | < sfin] = 1. 显然 半径 放大 后 
BHR BAAN., Alt 


。 1 <a 
HE a | eats el 


Grala DO Gre le) 
由 于 g(x) 的 级 为 1， H fera & 


«133+ 


logtlogt lel D] < C4 + 1) log |3i|. (4.4.11) 
TE 


“Tis g =a) < Caf lolr + CR + k + 1) Iog ezl 


1 
We 让 
MARAA REKAN eo? ANB Sf 后 ， 对 于 其 他 和 揽 
数 < 醒 有 
ntTisg =a) E jaj Cr <tr, <a). 
当 RPO, 4,5 As! 的 球面 半径 都 趋向 于 0.，、 当 了 充分 大 
时 可 以 取 复 数 a, ABT Ussy. bub 
EA H E T g 5 a E l 
令 j 一 口 ， isro BAFE. EARE, 
TEAR. RIE ATAR. 
定理 4.10. 设 fCx) 为 于 开平 面 亚 纯 的 函数 ,级 1 为 有 穷 正 数 ， 
则 必 丰 在 从 不 点 出 发 的 一 条 半 军 线 有 :args = OCU SA < r)ik 
有 下 述 性 质 : 车 让 为 尾 意 正 整 数 , e，8 为 两 个 任意 的 有 穷 复 数 且 
BARR, Ws FERRIER eg 
— log (afr. os 65 foo) nr, On es,f=altir{r, One, fen By} 


lim 


Foe 


log > 
=a, (4.4.12) 
定理 4.44 的 证 明 可 类 似 于 定理 4.9 完成 。 但 是 这 时 (44.11) 
不 再 是 显然 的 事实 ,而 必须 作 如 下 演算 ， 
对 4;Ce) 应 用 定理 4.8 时 有 
ACT, 有 一) 


[et — Biel > ( I yeme 
«=1 


400e. > 


其 中 性 (9 = 1,2555 aC, Ay = 00) le] < 1 AORA, 
和 而 由 Potsson-Jensen 公式 有 
tog Jz M| 
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313;] 十 21z;| 
a DE A m3 jefa 2) 
3 [zy] — 2] ey | 


(3 | 2 |)? — Big? 


bgla 了 | Cs — bq} 


+ 


s 5m3 |e, g) + > log 


LARTER | — bia l 


<= K3 leila g) + aG leije g = 06} log6 |z] 


KEE bi b gE Je (<3 |e; RAEE. 
4 faf 一 如 ,| I 328j)z;| 时 ,相应 的 log ——-—— % fi È. 


} af = bial 
TE 
` log -1 <= > log —— 
wi lels | s¥ — bi | +3 jaf — bi | 
ja lls i ig la gle | i iq 


i 
log 
sa ay 328; |g lif o Cay 十 328; |a; lba) 
< nl, 4; = 00 }log (40de) 
= n(T;, g = 03) log (4000), 


而 gtz) BRIE Te 
log log [gCz})] < CA + 1)log !2; I, 


这 样 证 明 便 能 像 定 理 4.9 BRE SEER. 


$4.5. Hayman 不 等 式 及 相应 的 正规 定 则 


4.5.1. Hayman 不 算式 
在 R. Nevanlinna 的 第 二 基本 定理 (定理 1.3} 中 , 必须 用 三 个 
AMHR CHS N) A ERER IEE TC) $42 
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我 们 苯 看 到 这 三 个 密 指 量 中 可 以 有 一 个 或 两 个 用 其 导数 的 密 指 量 
来 代替 .1959 年 W. K. Hayman 获得 了 一 个 十 分 有 趣 的 结果 ， 
他 证 明了 对 于 亚 纯 函数 fe), RB Ke) BAEREN Gag 
—P FER, BRAT HRT RAT. DD. 而 这 在 没有 引 人 
导数 村 显然 是 不 可 能 的 ， 

为 了 推导 Hayman 的 定理 ,我 们 先 建立 

引 理 4.5. 设 fle) ST |e] < RO < Oo DAMA ER, RIE 
为 多 项 式 . Bk H—-E RR H 

CRED (ey YA _ 
e(s) = ae SS (4.5.1) 

Wis focr OR A 


RNY Cr, f) SNr, f) +N (+, Geo) 


1 ES g0) 
+ M(r, as) +m (> £ ) + log Ro (4.5.2) 
RB NC, DAR 1) ARB IRAE, Nar, D 表示 IG 的 
重 级 极点 的 精简 密 指 最， Mhr ais) 表示 lel <r A PG) 


pto 


的 零点 但 不 是 Pe —1 的 零点 的 密 指 量 . 
TW. AR zo 是 A) ans m 


f(s) = CO + OC1), (C4.5.3) 


其 中 a0, 于 是 两 边 取 其 ee 
1 一 Ja = LOD, soy 


Cs 一 z tt 
= REL + Oe — D1, 
同样 ,在 (4.3.3) 式 两 边 取 其 十 1 阶 导数 后 有 
jena) = tt OCC — D), 
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因此 在 zo 的 分 域内 有 


gle) = eee {1 + 0 Cs ~ zt") }. 


从 而 gleo) = 000,388 g OA WHER, BRAT k- 
HAREE 应 用 Jensen 公式 , 则 
gts) 


sabia 12. est 
NCG, g)— Nr, g) + Nr, 4) -N (r. ) 


1 
2 
=N (r, RG — Nl, +) 
=m(r, 4) —NGr, g) -R (r, +), (4.5.5) 


这 里 Mhn LARIS e 上 O 的 零点 而 不 是 &(z) WE 
g 
点 的 密 指 最 ， 
比较 C4.5.4),《4.5.5) 两 式 有 
1 = = 1 

Na (7, 5) < NG, 2) +N (r, +) 
(0) | 
g (0) 
从 g(z) 的 表达 式 可 以 看 出 ,gz) 的 零点 和 极点 仅 能 在 ONER 
Ais OO 的 零点 和 (PC) 一 1 的 零点 处 出 现 ， 即 


N{r, g) +N(, 1) 


(4.5.6) 


+m(r, p3 


< Nar) +N (z 7 as) + mt a5). (4.5.7) 
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但 是 (Go) 的 单 级 极点 必 为 gO BREDA RNS RBA 
为 gC, BD 


ING D 所 No(r, +). (45.8) 


a 综合 (4， 5 .6), (45. 7) C4. 3. 3), fH EHAT 5: Eie. 
定理 4.11. DTF fe] < ROS 00) 内 亚 纯 的 玫 数 ,不 晓 
化 为 和 多项式. BAA ER, A 
ACO) 0, œ; POCO) a 1s KATOCO) SO 
ELE 
CRA LAP CONC LOCO) — 1) — Ce + 2S PCOY s 0, 
MWstrFoncr<cRA l 


TaD ala + E)N (r, 3) 


+ (2 + 2)8 (r. 7) +S*6r,f. (4.3.9) 


这 里 
Sr = (24+2)m (+, 7) 
repel m “te vo 


1 
ra mrs pe 
+ 二! acon) — 1) |. 
Å CR DEEP COPECO) — 1) — + DEU 
(4.5.10) 

江 ，f(2) 的 每 个 重 级 极点 在 Nr, D 中 至 少 计算 两 次 , me 

NG, D 中 仅 计 算 一 次 , 故 
Nalrs p> <= NC, f} -= Nr, D 


Ss Trs f) ~ NCr, 用 


| 
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< Ne， 了 +R (>, wT) 


—Nolr, asi) + Sr, f)s 
其 中 
Uk) (RAD) RED 
0 
+ log KOLEM D| + log 2， 
应 用 引 理 4.5， 


NG, P) = NiCr, D + Nils, F) 
=< (1 + FNC, DeL al @ cy) 


leapt) +=) +m SO 


< 二) 
— Nir, ges) + sC, D+ + T(z) 
+ Nor, jam) tm (ro 4 £)+ tog KONA 


g (o) 
其 中 gtz) CASA. 
在 Milou RER, NO, D) 用 上 式 取代 即 得 


T(r, h<(2+4 txt, +)+ +244) 


x N (r, wo aq) e(a , ais) + 80731). 


bi 
HE 


SO N= h2 ESN 
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由 gC 的 表达 式 (4.5.1) 有 
gle) 一 (k + LYD mace + 2yr IOJ 


gt) ft ere) ROE 
从 而 
or | S492 
toe | FC) 
_ tog | AFCO FCO) — 1) 
| (a+ FUG ECO) 1) CA RA | 
FA 
gh) fet? Cz) FRU) 
g(z) < C + 2 prO Ca) + | 一 1 |) 
得 
fees far 
m (rs E) E m (+ OS +m(7 no) 
+ log (4 + 2) + log2. 
于 是 


sens (er i)e (e ET) iC 
nD 


+ (+ je | 


+ Lag | fr OX FH0) — 1) 
‘CRF TFPI OO) — 1) — Ct DO 


+ = log (2k + 4) + C +- Ly ton, 


iT 


x log (2k + 4) +(2+ +) oe? 


= logó + 3log2 <4, 
这 便 证 明了 定理 结论 . 
F. 设 大 拉 是 开平 面 上 的 超越 亚 纯 通 数 , 则 或 者 CORT 
有 穷 复 数 无 穷 多 次 ,或 者 对 于 所 有 正 整数 k, PPO 取 每 个 有 穷 非 
零 复数 无 穷 多 次 . 
4.5.2. 亚 纯 函数 的 一 个 正规 定 则 


Hayman 曾经 猜测 相应 二 定理 4.11 的 正规 定 则 应 该 成 立 ， 最 
近 顾 永 兴 乌 已 经 成功 地 证 上 明了 这 个 站 果 ， 这 里 我 们 给 出 一 个 较为 
简单 的 证 明 . 

引 理 4.6. Sb (OF 2] 三 1 内 亚 纯 ,入 Fe % 0, FPD 


x1, Wels] < 去 ARREA IO] < 1 或 者 恒 有 


_1 
tel * 
证 ， 区 分 两 种 情况 ， 
k+1 
OÆ j < 二 内 得 有 D PO | >t 
#=0 
TRIN RK ad Pe 
DEl A 内 或 者 和 桓 有 Je] 二 工 或 者 全 有 1/ | 
关 1， 这 时 引 理 结论 显然 成 立 . 
(12) Elele KEE s 使 Ka)] = 1. 


. ton 3 ， 
由 于 在 |s 一 zj| <3 Aj» 


att 
Te =! 
Hæ] ET 


FPG) 
F 


+ 


， tlle 


于 是 当 O<r cS ne 


&+1 


m gQ Eis 1)< 2 m (r. 215 E) + logik +2). 


由 引 理 43 估计 m GE T) 再 应 用 引 理 2.4 消去 出 现 的 项 


logt T Ces zis }) 可 得 


is 1 
Tò p m F) < Ce 


因此 
log M (+, zy +) < Cp. (4.5.11) 
从 而 


1 L 
I u (2, DEA 
og 32 j 点 


OE ll < 寺内 存在 点 a 全 5 ODl <L, 

BR Ae. 

C21) 在 |z| <> Ate [er] < 二- 于 是 在 lz| E 
内 有 


是 * 
OLS EPGD] + | ro 下 | en 45.42) 


(2.2) 在 1s] < 二 内 存在 使 Lt Ca) | > 二 的 点 . TEE 
1:| 一 内 存在 点 z 使 


| hake +, 
BE ww EB |20] <h, 因此 对 于 aa 上 的 任意 点 < 有 


= 1426 


HODIS [Feed + |f reat | 


5 
Ck) ple 3, 
< [f(z] + <3 


x 


Lats 3) ral + |f, end 


faa 


7), 一 5 
<>) Nes) | + ay 


I PRY SER SD PY AP TE. 
(2.2.1) [f**? Cay) | Be 一 


F 


T(r, gas Dalet t)ar a +) 


天 k) 


x [r(e m EE) + m (r E) 


1 fie 
十 一 m (rs 25, a 


tle— al] <r (0 <r <2) 对 于 f(z) 应 用 定理 4.11， 


fam 
| Kase —D] 1 
+ (2 + Yo of | 3 oes | + i 
x tog | FPDP GD — 1) 
CR + EPG GCs) — 1) k E BFP 


Ro<r<e'<p< tie’ ome 对 于 


4 2 ft < fe 
(2 +2 )m(r, Sas dy) <4 (r, Bis wo) 
I pate te) 
k m (», Bay i) <m (r， 24s fawn 2 
应 用 Nevanlinna 引 理 进行 估计 ,分 别 出 现 了 16log*T (o's zs, Jp) 


e143 


Ej 4logt? Ce’, zz ff). FRA 
l6log + TC po", 235 fR) 


<< l6logt {Ck + 1)TCo', za F) + mo s 835 a) 
< 16log+T (p's Bas D +m (e, Zis 15) + Cys 


4logtT Cø s 235 ft?) 


== 4logt {cr 十 2277fp za, p+ mlo, Zis eo 


' fen 
<= 4logtT(p', 235) + ” (2 Zas 7 )+ Cis 


有 
T(r, 23 Dec {I 十 log* 二 + 
十 log tT Ce’, Bas D} + l6élog* log* Gp 1T 
1 
+ tlog "log™ Treo 十 (2 + $) BESI 
1 2 1 L 
+ 2108 MG] + (2 + 二 jos If! C23) 1 | 
Lio oe 
"CR APEC a Gas -1) 一 | 
+(3 十 +) {m ( G a ay rc) +m p s 23s rP- 
对 上 式 右 嚣 最 后 两 项 应 用 引 理 4.3 得 


1 
TEF, 235 + log 一 一 一 一 
T(r, ea D+ log Tezy] 


< + log! 1 十 logt zy + logtT (ep, 235 D} 
r = : 


. jdd. 


十 (1 + L )iog |#C23)] + Culog+log+ TESI 


1 
十 12 =+ I OO z i] + lélogt log + 一 一 一 一 一 一 
( ve og | fC z3) | gt log* if®las) — 1] 


1 
——b = + 4log* logt —— 
BT ROG te RT TG] 


4 1 og 1 ， 
RE DEEG) GEG) 一 1 一 《十 20 23 | 


aN 
1 


-一 Y 


T (r. 245 4) < 一 Cs fı + log* 二 + logt 
+ log* T (ps 235 +-) + log* log* |f (22) /f 
f 
7 5 . 
十 (a + 4 log? 1/02)! +|2 + Glos PC)! 


1 i 
+ 3log+ 一 一 一 一 一 十 一 
E TR Gal k 


一 


STS DFP GE 二 一 TCD 
回忆 | 
KDL, Dle Š, G] 一 十 
以 及 
[CG + DEEDE) — 1) — C+ DEES? 


R+1 TZ 3k +2 1 
= 4 16 16 4” 


于 是 对 于 O<r<p<_ 8 


1 1 1 
T(r, a> +) = Ca {i + log* — + logt ziy 


+ log tT (o> 证 33 ae (4.3.44) 


15158 2.4 消去 logt Tp, 23 +) 得 


i 
区 


KITT 


f . i T(m} 
M (二, 1\cm(tio,+)<et TH eo Oy, 
8” ff a 


(2.2.2) 1Fer2(s)] < 5. 


这 时 又 区 分 为 两 种 情况 . 
(2.2.2.1) 在 le] <5 内 恒 有 PHP) | <>. 于 是 对 于 


jz| < 二 大 的 任意 点 < 有 


k+1 


HOLS DPE + | | <i. 
(22.2.2》 在 jz| < 上 WEERA n E GI 一 > HE 
zm HER P] < 方 ， 因 此 


[EOC | < Ca) + f- fr Ce) ds | 


Lili.1l 3 
2 + 8 


ike) | [FAMED 一 = pern(e)as | 


1 1 
> 一 - 一 
4 8” 
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以 及 


5 
4 


16 8 


HEDIE= 


| | TROLA <k+2, 


FE IPPC) 一 a>, 从 而 


[Ca + LEE C24) 一 1) CR DDIM)? | 


ktt (3 k-2. 5 
> 1 arn (zy 64 64" 


这 时 如 同情 况 (2.2.1) 可 以 推 知 log M (=. +) < Cp 


从 引 理 4.6 RA Pak NPI ERE N. 

定理 412. 没 F 为 域 D ADRS. A EER, 
ab 为 两 个 有 窗 复 数 且 占 不 为 0。 FREDANT HF HE a 
fle) 都 有 fle) sea, PPO Sh, WKF EDAERM, 

定理 4.11 与 定理 4.12 分 别 是 模 分 市 与 正规 族 方面 的 结 困 ,与 

其 相应 地 我 们 可 以 担 出 辐 角 分 布 的 问题 ， 即 

设 1 办 于 开平 面 亚 纯 ,级 1 为 有 穷 正 数 ,是 否 存 在 一 条 从 原点 
发 出 的 半 直 线 argz = G00 << 名 一 2r) RA FIRE DH: 对 于 任意 
ERs, 所 有 正 整 数 环 以 及 任意 两 个 有 穷 复 数 a, 5(& SOK 


lim log {7Cr s Oo. Ea f = a) nr, A, €, (P = >} =] 
T+ log + 


(4.5.14) 
看 来 这 个 问题 的 答案 是 上 肖 定 的 , 但 是 地 解决 它 要 当 困 难 . 内 
A EAC AR BAY G. Valion 的 一 个 方 靶 不 难得 到 证 明 . 


e147 = 


第 五 章 亚 纯 函数 的 重 值 


在 亚 纯 冰 数值 分 布 论 中 ， 重 级 值 点 的 影响 如 何 是 一 个 重要 的 
课题 , 曾 为 C. Carathéodory, P. Montel, G. Valiron, A. Bloch 等 所 
注意 ,并 获得 -- 些 有 趣 的 结果 . 在 R. Nevanlinna 的 第 二 基本 定 
理 中 , fe RARE MO) 可 以 用 来 讨论 重 值 问题 , 已 如 


第 一 章 $1.4 记 述 ， 现 在 我 们 进一步 研究 亚 纯 函 数 及 其 导数 值 分 
布 中 重 级 值 点 的 影响 . 


$ 5.1. 涉及 重 值 时 的 模 分 布 
5.1.1. #1 Borel 例外 值 


设 鸭 数 (*) 于 开平 面 亚 纯 ，4 为 一 任意 复数 ，! 为 一 下 整数 . 
Dh fin (+, R=) mt fine, fo a) Roles a) HARI] rk 
Ke) 一 a 的 重 级 不 超过 7 的 零点 数 征 ， 且 重 级 零点 仅 计 一 次 ; 以 
Bun (rs pt) R Basle f= a) Rian Cr, JRR Jal <b 


于 一 a 
fa) 一 。 重 级 大 于 ! ORARE 重 级 零点 也 计算 一 次 ， 相 应 的 
after No(r, -一 ) R Nols J= a) RUNG. a) 以 及 


Noa (+, r 二 一) 或 Nontr, Í = a) 或 Noa(rs a), 与 上 述 庄 
Baa, 我 们 还 采用 记号 nol rs F 4 a ) ran rs 了 
No{rs -+—)5 Aane -+—), HERRERA, 
i f—-a f—a 
定义 5.1. RAAR Me) 的 级 2 为 有 穷 正 数 ， 复 数 < RA 
JEDRI I EL Borel 例外 值 ,如 果 
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log ApCr ,a ) ee 2 


rr log + 


(5.1.1) 


引 理 5.1, 在 上 述 记 号 下 ，s 是 ARIA RH Borel 例外 


秆 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 


Im PMC ai 
r= log r 


(5.1.2) 


证 . Hak fe) 的 一 个 三 级 氢 Borel 例外 值 : 则 存在 相应 的 


数 r odri, EH r> rn 时 有 
nyira a) r7, 
于 是 


NiCr, a) = N pC ro a) + 人 mle a) dt 


ry oo 


= aF 
= Np res a) + =, 
T 


从 而 
im log Nn Cr, a) Er 


T=% log r 
Rez »BOFACS.1.2 ek az r r A 
Nols ta) < rr, (Cz < 4). 

于 是 
Ayr, a) 一 BoC» a) (roa 人 a 


log 2 


= -L N27, aja 《27 
log 2 


log 2° 


从 而 


iim eros oe) ep ey, 


Fore log > 


定理 5.. 设 (HIRI L AVA AERA, a= 1, 


> 149+ 


2 为 一 组 互相 判别 的 复数 , i, 宇 2{v = 1,2,---, 9) 为 一 
组 整数 ， 若 Ke) mt 一 12 9) 2 1, — 1 RHE Borel BF 
外 值 ; 则 


Soft -4) <2. (5.1.3) 
I. 44s 2L REN ea, 
My q = 3 时 ， mF (Aas a,Cy = 1,2, +8, q) 应 用 R. 
Nevanlinna AEAN] 
G= DIG. DDR (r — 


) + O(log r). 


注意 到 


N (7, +) = Nn (7, 二 + Ba, (>, wy) 


m 1 1 1 t 
Na, (rs E) s Na (r al 


则 Be) LR LL) 
十 二 ; =z ) + mG r) 
< 
= Nn (rs 7 二 | + TCi) + o0) 
. Q= 1,2,."*, 9). 
于 是 


* [50 = 


q 
hol g 
=< > ， 7 N, (>, j 
加 


Y=1 


= - ) + OClogr), (5.1.4) 


因为 FILL ay = 1,2,°++, g) X la — 1 BAD Borel 例外 
E. REA 51L OI OAM bl. FHA TO, DE 
系数 不 能 大 于 0, 从 而 有 (5.1.3) 式 . 

wR. ASERRE Be Ce AY ! 级 所 Borel 例外 值 的 数 旦 不 


超过 20 t 1} 个 ， 特 别 地 ， {GM BAA Borel 例外 信 不 超过 4 


二 级 拟 Borel 例外 值 不 超过 3 个 ;三 级 投 Borel 例外 值 不 超过 


2 个 . 
定理 和 系 中 的 结论 是 精确 的 .例如 1 二 1 WARA 


z dt 
=| —_.. (5.4.5) 
i | VAA PPY 


其 中 PP 是 满足 OS eK HWER KARAK EPEE 
ETER, KE = = 一 Se) MARR. SC) 有 四 个 重 值 tl, 


+i .这 四 个 值 使 是 5(5) 的 单 级 氢 Bored 例外 值 ， 


当 (DHS. e(r = 1,2,---, q) 为 一 组 互相 判别 的 有 
穷 复数 时 ,类 似 于 (5.1.4) 式 的 推导 有 


q q 
. 1 ~ad lg 1 


了 一 er 


+ OClogr}. 
定理 SU EIOS AERE AR LAIMA BR a,Cv 
= 1,2,13 g) 4 l, — 1 级 所 Borel 例外 值 , 则 
~ 1 
> (1 一 È) <1, 

Eh, FO A ARAR Borel 例外 值 数 目 不 超 过 2， wR 
KOLESA BM m AAW Borel 例外 值 ; 则 除去 m 外 FCO 
ABBA BAW Borel 例外 值 . 


e151. 


G. valironcl 曾 采 用 较 巧 钞 的 方法 证 明 过 定理 5.15 


5.1.2, 涉及 重 值 的 亏 量 


iM 为 开平 面 上 的 超越 亚 纯 函数 , /为 一 正 整 数 ， 相 应 于 
通常 的 亏 量 ,我 们 引入 
Ni; (>, f 4 -) 
nla, j) = 1— lim 


ve Try f) 


- (5.1.6) 


显然 0 << Sla, j) Sl 
若 atv = 1,2,°:-, 9% >?) SRK ER, tol 
(5.1.4 


(a —2— -0 TD 


Ci 
< S Np (> -5 + SC ,7), 


iti = 
于 是 
4 Ny (+, 1 ) 
i _ © fore, Sr, f) 
i+ sh TCrs f) Jerson, 
以 而 l 


4 a, 1 mt j=) | 
之 Sp Cay; f) a 2, lim ~ ta.) 


rm + 二 1 T(z, D 
m ft} SG f) 
< lm i (2 + T(r, >) 


7 十 1 六 一 Str, DY 207 +1) 
<E (io? + im FU) = EY, 
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THE 52 若 fx) 为 一 超越 亚 纯 殉 数 , 则 由 (5.1.6) 式 确定 的 
dla, JAA PRER 

a) 对 于 所 有 的 复数 FI<8,f2,) <1; 

(2) 使 stay 有 7 为 正 数 的 复数 4 至 多 为 一 可 数 集 ,并 且 


Data <tn, (5.1.7) 


bar ERI. Bini = 1 时 由 (5. 1.5) 确 定 的 拉 
HAH z= SCL) 有 
BCl, SCE) = & C—-i, SCEN) 


= 条， (4. 5sC2)) 一 sv (一 十， SC 一 


M Ela, SCE = 4. 

关于 $ 5.1. 里 的 概念 和 结果 可 参阅 杨 乐 0， 在 滚 文 里 他 还 论 
述 了 涉及 重 值 时 的 唯一 性 问题 . 

关于 涉及 重 值 的 模 分 布 、 也 可 以 结合 导数 加 以 考虑 ， 例如 我 
们 有 下 述 结论 ， 

RER OFFERE, a EAER Xiti h pH 
三 个 大 于 1 的 整数 。 若 ekleo 7 — 1 BAL Bord PSMA. VA 
EAREN a 为! 一 1 级 拟 Borel 例外 值 ， 其 天 级 导数 了 Cz) 以 
HARFA bo HP — 1 BH Bore 例外 信 ， 出 
1 AtT Ly Ray, (5.1.8) 

1 4 ip 

事实 上 Milloux RBRC42. 9) TUNES 

reparen entea 1) 


tN(r, sp) A (rs aes) + Sr A 


<N CG, A++ DR (r =) 


+N (-, 一 + Str, 7). (5.1.9) 
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ARGS RI. FEER s， 使 得 
CD 
< alr) + + TC, Ps 
nega) Raat Relea 


Kor") + TC #®) 


< oC) 十 = (Tr, D + ANG, D1}. 


€ + 4) RG, A= + AJAR oC D + Relo DE 
1+Ž 


P 
< olr 十 T(r, f). 


#4G61.9 APH RE beats 
fp-4+—-441_1_ 4} T(r < oC), 


但 是 TO, D 的 级 为 *， 于 是 上 式 左 端 系数 不 能 为 正 ; 这 样 即 得 
《5.1.87. 
当 fe) So Re aw Ret WY BTA 了 一 00, FH 5.1.8) 即 为 


tti 二 三 关上 C5.1.10) 


特别 所 ,着 外 二 1 则 取 i 二 二 4,05.1.10) 便 不 再 成 立 ， 因 而 我 们 
有 下 述 结论 . 
设 藉 只 为 有 宅 正 级 整 务 数 , 则 以 下 两 种 情况 不 能 同时 发 生 
1) fCOCLA AR z 为 3 级 掀 Borel 例外 值 ， 
2) (CDRA A 4ES SRK 6G 3 GL Bord 例外 值 , 
现在 我 们 对 上 还 事 实 另 外 给 出 一 个 有 赵 的 证 明 ， 这 种 方法 本 


r 154, 


J = 


lg LE EY VYaliton 中 的 . 

1 (COR (Ce) SRI alse 0) AD bC40, 00) % 3 BH Borel 
P MA., H ho 一 a 的 重 级 不 超过 3 的 零点 构 作 典型 乘积 P(z， 
a), Lifts) 一 二 的 重 级 不 超过 3 的 零点 构 作 上 典型 狐 积 Ole, E). 
它 人 的 级 都 小 于 14， 考虑 

Plssa Y Ola, OS X, 
F = 5. 了 . 工 1 
人 nny) 
JUE F Ce) ee RE 5.1.11) 有 
ml F — ad) S lotr, P) + 3mCr, O) 


S f” 
je am(>, ats). 
上 式 右 端的 级 小 于 1, 于 是 左 端 的 级 也 小 于 +4， 凋 应 用 第 一 基本 定 


mee 
jerler) 


<m€r. FG — a) + OCX., 


RE CD ble) Borl 例外 值 ， 同 理 可 以 推 知 f(z) 以 5 为 Borel 
例外 值 . 但 是 这 与 定理 4.3 的 系 2 相 予 盾 . 


+mlr, 地 


—a@ 


sy 


§ 5.2. 正规 定 则 与 重 值 


5.2.1. 界 固定 再 


为 了 寻求 结合 于 重 值 的 正规 定 则 ,我们 先 建 立 
定理 53. ihe ke FG) Ele] < RC 之 00) 内 亚 纯 , 且 以 4 个 互 
相 判 别 的 复数 so 人 (aa = 1, 2,-++. g) OR SL, S2, v= 1,2, 
-< 42 的 童 值 , E 


Shl 
2 (1 二 ) > 2， (5.2.1) 
E f(a) 0, ©; 70) <0, MAF o<crc RF 
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TCs D < C, flog*I#C0)] + 1og*— 1 — 


Co O 
i 1 2R 
+ log* ~ + logt 一 R + log Rh -|. (5.2.2) 
这 里 Ce MRK 的 常数 (每 次 出 现时 不 必 具 有 相同 数值 ， 
= min {lass oo}, lays ay}. (3.2.3) 


Larga 
Igy ter g Ce 


W. RAVE av =1,2,---, 49) 均 为 有 穷 复数 ， 对 te) 
Bayly = | o25°°+,¢) RFR Nevanlinna 第 二 基本 定理 (定理 LDA 


(q-2TO p< Sar, = )+ SCrsf. (5.2.4) 


其 中 


SD = È tog KO) — ap] + m (> TR) 


z=] 


+ > m(rs - £ ) + los -rT 十 C: (ost + +1). 
由 于 R a, AR 的 重信 ,于 是 
W(r atv (rt) 


二 二 Trop) + log *[a,] + log 2 + log 


1 
Roya 
Cv = 1,2,..., 4), 


WF m (r, = 与 Sms, 一 一， J 应 用 Nevanlinna 引 理 


ay r=1 ` * 


进行 佑 计 ， 这 样 (5.2.4) 可 化 为 
{3 (1-4)-ara.p< 3 人 — f) tos 1700) — asl 


和 一 1 ~ fe ar 


+ 4logt log? Wey Se z7] 一 -一 | 十 {a 一 i) log [fco] 


+1565 


» JL 


+ 8logt iog" log 


1 1 i 
— i + c, (logt + 
TON tie Try] GE 


` 
+ 1+ logt p+ log+ 工 十 leg+ i + log* Te, f)} 
+ — F t 


< C, fog* jrC0)) + logt + lop* + +1 + logtR 
Tor 5 
1 


十 logt -t + logt -一 十 log*TCe +74 


Erap Rh . 
应 用 引 理 2.4 消去 log+7T(p, 了), 并 注意 到 在 条 件 C5.2.1) 成 立 
BT i =] 


S(i-4j)-224. (5.2.5) 


pel > 


-EE es Ml 


g 
> (-4)-254-254, 
la 2 2 


aig = 4, 则 使 (5.2.1) 式 成 立 的 i 的 最 有 利 的 数值 是 三 一 二 一 
h= 2, h4 = 3, 这 时 
> 


E ?一 3。 则 使 (45.2.1) 趟 或 立 的 六 的 最 有 利 的 数值 有 三 组 。 第 
一 组 是 一 2, h = 3, h = Fs 这 时 


3 
Xh- 4)-2- 4. 
ly: 42 


r=1 
第 二 组 是 A= 2,h= 4,4—5, 这 时 
3 ` 
1 1 
SO -4j—2 = 4. 
vol ` Ey! 


第 三 组 是 二 一 3 一 3 一 4 这 时 


+ 1575 


+R - 
. 1 +L 
TOs) < Co og* |FC0)! + 8 TT + ee 


+ 1+ logt 工 十 log+R 十 log+ .2 h 
r R- 
& R=1,+> RE 


+ + 1 
T(r; 4) < Ca flog” |f(0)] + log ot 


+ log —2_}. (5.2.6) 


tor 


1 
+ logt 一 
& 


对 于 0 过 x 过 > ar, pf < r(4. t) EM C5.2.6) ABR, 


E Rl, MBH Rs) = gtz)， 注 意 到 
ror N= 7 (4, e)» 


到 可 得 定理 结论 . 
44 ale = 1,2, Q RAAH Oh Eme TA E RE, 


5.2.2. EX ÆN 


我 们 进一步 证 明 

BIE 5.2. WAR DEl] <1 AAR a Cv = 12500", 
QAR SIG, E2; r= 1,2,--°, OBE. BAO22RHN 
5 为 正 值 。 车 C5,2.1) 成 立 ; WK -ARRAT OI RK o, 


oac, ERA le|ar 内 或 者 恒 有 VOl > 1. RHA 


| 天 < | =< C goe 
E Ao 0<o< L, DER WREE A 


+158. 


HAIKO] > 1， 则 3 引 理 结论 已 经 成 立 。 否则 必 存 在 点 x, Jal 
<o, 使 得 | 从 so) | << 1， 以 下 区 分 黄种 情况 ， 
G) #le|<o LEAI O| 二 1. 
这 时 对 于 此 茵 内 的 任意 点 < 有 
HOLS DI + | fa | <2 6.29) 
(2) 在 |z| 所 a 上 存在 使 |f (x)| > 1 的 点 . 
显然 这 样 的 点 构成 闭 集 ， 于 是 存在 点 4， 它 可 能 与 m 重合 
EGO Sl; 而 在 ax 上 得 有 ja 之 1。 因此 
KDIS dlr | rO| <2. 
无 坊 假定 ]a| < lel = 2,3, 06+, g) SIE MARE 
BUST. ERE fle) — a E 
le — al <R(R= 1 -o aR) ) 


内 亚 纯 ,以 0 为 级 空 A 的 重信 ,以 By alr = 233 3 DAB 
et, WHE. 


Shi- 2) a2, 


10, a, 一 | = Ly as len — al 


= . 
G+ fa, — ml” G+ ja D 


las 一 a] las — a| 


> —> 
21 + Jej 20 + fay DEC + Jaj 
= leal Cy = 2,3, 9). 
— 一 一 = la, 一 as 
lta = ae te — al = CO IG + le aE 
feu — vy! wp | Bue ay| 
>T + 4a DEC + 4}a 才 


(2S w*» Sq) 


1 


1 
Jap — an cof mlo 1 
ro Q lana C1 Ea 
la, Oo 
> al (» = 2,3, »@ 
ra 

. 8 

min {|as — 4,0], Ja, — a, a, — af} > --. 

lave 4 

ley Ars eg 


oa 

并 且 fla) — a Ae 0, 03 Ce) A= 0, 
可 以 对 Me) —m 应 用 定理 5.3， 

TCrs asf 一 a) Cs fiogt Ha) — 


于 是 在 [z — 21] ZRN 


+ i 
alt be™ ED 


+ logt 


其 中 由 (5.2.3) 给 出 . 
由 二 |a; | S38, 易 见 | a <<. 


Bik lap] <2 与 


Ca] = 1 BA 
T (A,m, f) < Cows 


其 中 Ca HMA ¢ 与 8 的 常数 . 
Wok (O#|2e-al< * 内 的 任意 一 个 极点 。 则 


R 
I y 
二 R R 
<N( ps <7 (4, uf) < Cos. 
al 2 1>) Bet qué 
i 
1) Hop Ha) - a0 EHF Me) 一 A0 ARI he ARE, Hf Ca 


RRR. 
+ 160+ 


ls — af >E > 1, (5.2.8) 


Ze as degs 
如 果 预 先 取 o= i IM FG) Ele ale 上 


Abi HT wclet, le-—ml<4o 完全 省 于 |z 一 | 


<=, 因此 


TC4o, Fiy f) < C ape 
从而 
log MC lz — 21] & 2¢, f) 


x ILE Hag, a P< 3 Cae 


dg — le 
但 是 |=| <e ZeAFlze—-al< 29 内 :最 后 便 有 
log MC fz | o,f) < 3Cq. (5.2.9) 


由 引 理 52, 我 们 有 下 述 A. Bloch 与 G. Valion 的 正规 定 则 ， 

定理 5.4 设 殉 为 域 六 内 约 一 个 亚 纯 函 数 族 , 若 在 己 内 ,多 "中 
的 每 个 函数 都 以 一 组 互相 判别 的 复数 aC = 1,2,---, EMR 
ei, WEH HA 


MF ERD PAE A. 


5.2.3. 涉及 重 值 的 Julia 型 方向 


为 了 获得 相应 的 Julia BHA RIT 
引 理 5.3 i Ce) Ee] < AKH, aCe = 1,2,---,9) 
为 级 PLC, S2ev=1,2,°-+, HBA H EHCOG2.3)# Ai 


8 AEE. 5.2.1 aR EE HCE 8 HBO, <0 < > 


使 得 对 于 任意 复数 上 有 


«lal. 


n(Z, t= a)< Cys {1 + log . (5.2.10) 


1 
[大 sj 可 
这 里 so 为 1s| < 1 内 的 一 点 . 

ik. FRAN SLEET RR qs 5, 使 得 在 jz| So AR 
SAO > 1, REA | < Cao EH lel < 5 Hs 
BUS g 使 得 Keo) 20, 09, 

Bajise EEAO, >t, H 


T( Žo, zos +) 一 0。 
pim | 
l T(Že, zas f) = log IKao)l, 
Eglei So BIE [O| Caz M 

T (2 T, to; f) < Coe 
竹 是 无 沦 在 那 种 情 识 部 和 


r(e Za. f) < log* {fCzo){ + C gas (5.2.41) . 
AF |e — al <a AL, stad Fikes 


"(Tf ) < (Som, f= a) 


< 1 Be ats zo | = a) a 
9 t 
o 


+742. 


+ log + log 2} 


—_i 
I — a | 


< Cos {1 + log Korat 


定理 5.5. 设 函 数 oO 于 开平 面 亚 纯 ,适合 条 件 
fm TOD — (5.2.12) 


rex ( log r F 
则 在 在 从 原点 出 发 的 半 直 线 C 了 ), 使 得 在 以 潭 点 为 顶点 了 为 平分 
FRAT CER ARIA, O 不 可 能 以 一 组 判别 的 复数 ax = 1,2, 
“ts q) ABR Sl, HEE RH itv = 123 q) 为 一 组 正 
整数 适合 条 件 


a 上 1 
4 
S(1-4)>2. 
r 


证， 由 于 厌 裤 适合 条 件 (5.2,12)。 根 据 定 理 3.6 必 存 在 一 列 完 
满 贺 
Tije — z| = ejz} (一 12， 7。 
使 得 在 每 个 T 内 , ORRERA n 次 ,除去 一 些 复 数 可 
含 于 半径 为 8 的 两 个 球面 小 项 内 ,其 中 £j djo 二 当 7 趋 于 co 时 
都 趋向 于 o, 
作 


Piles ale Žala] Gz 1.2), 


其 中 5 为 由 引 理 5.2 确定 的 正 数 . 

在 全 体 TG 一 1， 2)》 上 ,我 们 将 证 明 入 #2) 不 可 能 以 一 组 
判别 的 复数 aC» = 1,23; DAER 2l HEE ME L 适合 
条 件 > (1 一 二) >2， 

=i ` ¥ 
事实 上 ,加 时 上 述 论 时 不 成 立 ; 对 于 每 个 固定 的 ji, 置 


«1635 


p= toe, FE) = that Zeilelt) 
— e;|z| ` 
g 
在 |t| <1 内 FCS) 亚 纯 ,适合 引 理 5.3 的 条 件 ， 从 市 


w 
a(z, F =a) Cas fı + log? 


1 
| FC)» a) 
但 是 


n(Z, F= a) = an f= a) Brn 


至 多 除去 半径 为 o MRPREN Cr) 和 [yyY。 当 了 充分 大 时 
HETEM ao KETE 和 {7%, 若 使 |F(Ca0), al >. 于 是 
aj Cyl + log 2). 

这 便 推 得 - -矛盾 , 
5.2.4. 结合 于 导数 的 情况 


类 似 于 定理 4.5 及 其 证 明 ,我 们 可 以 建立 

引 理 5.4. 设 在 jz| < R ARK HOSH. BOWSER 
Sl, {PG 一 1 的 零点 重 级 均 Sp, RRL ANTEE 
适 会 条 和 件 


ast 十 > <1, (5.2.13) 


FS FCO} 0; CO) ae l; POC Ae OAR Oe RA | 


TC, #)-< Cy flos*]#(0)] + log* 1C0) 


1 2 
To 十 log* R +log* Rr 上 (5.2.14) 


引 理 5.5. 设 在 fz| <1 ARI) Shh, Bf) 的 车 点 重 级 
21, fP -lASABRS Sp, 其 中 正 整 数 i,p 适合 


(5.2.13), 若 在 1z| < 上 存在 点 wo 使 elel, MWE jsj 


十 log* 


æ 1646 


< E babe TO! < Cr 


引 理 5.5 可 以 如 同 定理 4.6 HE. REO. AER 


: 在 |x (<i bas > eol >1 UE f(x) 的 零点 重 级 
Bi>k+ i. FEDAS TERETA 从 而 


1 3 
N 1) =o o< < 3), 
(rs Fis f ( r 32, 


SFE 5.5 我 们 立即 有 

定理 5.6 设 多 为 域 刀 内 的 一 个 全 钝 函数 族 .车 . 中 每 个 于 
IODE RORE > 1, JOO 一 工 的 零点 重 级 均 之 p， 
其 中 心 请 为 两 个 正 整 数 且 适合 条 件 (5.2.13)》, 则 ,多 在 忆 内 正规 . 

KR. AF SRDA AERAR BH 中 每 个 函数 


(QD EDARRA 
fC) C2) f, (5.2.15) 


其 中 包 注 2 为 一 整数 ，8 为 一 有 穷 非 零 复数 ， 则 .在 DD 内 正规 . 
事实 上 考察 r(e) 一 人 ，8(a 的 零点 至 少 是 3 级 ， 其 叶 


Ae OO 不 取 复 数 8。 RADORE TADAA SAR 
G. 由 定理 5.6 可 知 G 在 DD 内 正规 , 从 而 .多 也 是 DD 内 的 正规 族 , 
定理 5.6 及 系 是 杨 乐 , 张 广 厚 中 1965 FREER. ARS 
论 回答 了 Hayman WAIT (RR SH 1 时 系 理 
是 咨 成立 仍然 是 -个 没有 解决 的 问题 ， l 
EEr EORR 5.6 推广 到 较为 一 般 的 情况 。 后 来 
在 这 方面 D. Drasin 中 ， 顾 永 兴 中 都 得 到 了 有 趣 的 结果 .他 们 还 代 
替 导 数 而 著 虑 亚 纯 函 数 及 其 导数 的 线性 组 合 , 建 立 了 相应 的 定理 。 


$ 5.3. 结合 于 导数 与 重 值 的 辐 角 分 布 


在 研究 亚 纯 阔 数 的 辐 角 分 布 时 ， 无 论 是 引进 导数 误 者 重 值 部 


» 165 +» 


是 比较 困难 的 ， 所 以 将 这 两 者 一 并 考虑 时 即 成 为 难度 很 大 的 癌 
题 (参阅 杨 乐 [3]). 


5.3.1，YValiron 型 的 界 甩 定理 
我 们 先 证 明 一 个 卉 围 定理 、 其 中 的 原始 值 作 了 一 - 些 特 殊 的 配 


合 . 
定理 5.7. ike OE le] S REWA, i, p 为 两 个 正 整 数 
适合 条 件 


2,1 
=~ +—<1, 5.3.1 
Ts (5.3.1) 


FF HO) 0, coe PCO} % OL: OO) OO, WEFO r RY 
TC, f) < log* (C0)! + C [RCR }) + N-n (R; +) 


a 1 + 1 
+ Ni- (R， rq) + log TOD) 


+ log+ || + iog —1 
°F VQ) PQ) 
ft0) 
+ log*tog* IKO)! + log EË}. (5.3.2) 


证 。 不 难看 出 RATS R= 1 的 情况 作出 证 了 .从 恒等式 
1_f f—1 F 


f f i” f 


出 发 有 


< 三 
+m (-. £) + log 2. 
应 用 Jensen-Nevanlinna 公式 


m (oF) = Tor, f) — N {rs >) + log HOI 


十 log | rot 


BEA r) 


-N (r, A + Ing 


co) 一 | 
rO 


于 是 
TO DSI D +N (r, tht (r <b) 
-^ @ Z) 十 SCry 门 
Hp 


sensal tenlo ealt) 


OPO) — 11 4 
+ log PCO) | + log 之， 


本 
= = d Ni+ 1 
TENG + Ars TELA GE 
C33.3) 
现在 我 们 对 R(n, +) 中 重 级 高 的 部 分 进行 估计 ?， 


六 (二 ) 一 总 a(r» 1) + u(r +) 


D R(n 4) er OE REE, HERAT? OTANI, BORAT 


ee Nur, +) REGAF 1—1 ORAGHE, SME AU M2 


Seale Fas Dm 


= 167 * 


+ TO 一 i} 
因此 
QQ 一 子 一 二 T(r, pahit A) 


+(1 — 2) S- a A\+ + 人 fa — 4) ir 
TORE. 


0.61) = (1 — 2 tog 140) + (1 — 4) og 17°00) = 1 


-0 


(5.3.4) 


这 里 


1 1 
— + log 一 一 一 一 
roy) E rO 
ro) 
i 15 Pa 
x tog 14(0)1 +U 一 去 jeg 17°00) 一 1 


+ log 


» [68 + 


+ te 人 + (2) 
“Fay (5.3.5) 
O 
Okr f) = (i + 二 )=(-， f) +m (-, E) 
+m(r, pr) + 212 (5.3.6) 
MUGS Nevanlinna 引 理 ,对 二 0<r<p<c1 有 
十 +) a(r, f\< 2m (r, £) 
< c f1 + log* logt Fey] + bet E + logt 3 
+ log*TCp, f) |. 
m(r, ai c f + log* log* HO + log* 一 
+ logt H + eren) 
对 于 项 w [7 ” LL) sR e fox. SOT? a= * 


meee fr ee 


f 


— _ 
if€o) — 1] 


十 logt + + logt —1 
r e 一 


Clog*T(p’, F) 


= + gt TCo f — D}. 


< Clog*}? To", f) + m (o, £) 


+169 « 


+ , E 
< Clog Test) + m(o's C+ c, 


IFA m (o's 再 应 用 Nevanlinna 引 理 ,经 整理 后 有 


+ 1 
m(r, 7 -一 十 logt logt O 
十 1， 二 1 +1 
+ log log KORT + log > 


1 + log+TKp， D}. 
-一 f 


+ logt 


EAE 


+ + 了 
OPETAN + log* log Tio] 


+ log* logt Fo + logt + 二 


+ log*T(o, fh. 
— F 


+ logt 


EXPAT RAR AG.3 4) 6.35) 5653.6) FAR 


13 i 1 
(1 一 = ) ies If (o> 一 1! + Clog leg aL 


+ (1-4) og Arp < (1 Flow POD! + c) 


+ eT < ate 
得 (1-5 -2)0G. N+ log TOY) 


2 (537) 
— f 


< H + ClogTlpe, pD + Clog*— 


共 有一 +2)xa,n+(1 ~ 2) mu, 4) 
+1708 


ee 


十 (1 - +) Veen (1, wy) + (1 E +) 


+ 1 I + | fay + 1 
1 一 te. 
Tor ep yl Peay 
pco) 


1 
+c fı 十 log* log? ——— + log H, 
10] 7 


MBSR LAS g” — > 2, t [n DE") nape 


ff 
f r ] — r 下 ro 
T + iar D 
(7 eTlr’,f) i) r 力 
取 
r ] — r 
+ -一 一 一 ， 
° eT 
则 
log* Tip, J) < log Tr’, 1) + log2, (5.3.8) 


log -= aS log 2 + 1 + log tT Cr’, f) + log i + 


< 4iog 2 + 1 + log* T(r’, f} + Ing TH (5.3.9) 
— f 


46.3.1) BR WL eka 


对 0 过 7 之 p 之 1 应 用 (5.3.7) 并 计 及 (5.3.8) 与 (5.3.9) 有 


T (r, +) 


<H+ Ciog* T(r’, 1) 
12 f 


+ Clog*logt |{(0)| + Clog so 
— r 


. IFle 


再 注意 到 


l !) 1 G 1 
lg t\<lir 一 
24 (r> j/ 24 7? r) 
<H+C+ Clog + + Clog*log* |f( 0]. 
一 r . 


因此 
TCr, F) < log | 其 0)| + Clog*log* HOY 


+ (8G. + Sio (1, $) + Rs (1 gL) 


+ log* + logt p0) | + log+ | Foo) 


ig a 
Co)! EFC) 


+ log* logt 


i 
IKO) 


tog |{(0)} + Clog* logt < log+| 扰 027] + c 


_ 1 
KOJ 
以 及 当 1S LRA log* < log? TANT >> EIN 


G32), 当 ， 到 二 时 只 须 注 意 TODS T(E, ) e 


(5.3.2). 


5.3.2. 基本 定理 
FA S8. 2M MAF le] 二 工 全 纯 ，1 ARPES BG 
合 条 御 + + > <1, # 


T 1 >、 
. nin (i, 4) + no (1 7 EN (5.3.10) 


. 172. 


则 对 于 任意 复数 = 和 
i 1 1 
a(t, -)< C ÍN -+ log TKa, a} 
+ log*log* |iCe*) |}, (5.3.11) 


其 由 2* le] <1 内 的 一 点 . 
HE. Ele] <P iO 的 重 级 小 于 /的 等 点 为 


op 1,2 2, snn (1s +), FO 一 1 的 重 级 小 于 ?的 零点 
一 wae 1 =l. 

为 po{> 一 I, 2, > m) RL A 10232， 根据 

Boutroux-Caran 定理 对 于 任意 复数 > 有 


(tf) 1 
|z 一 a| >A malt?) s 


HE] 
polt 2) 
Il jz — f| >ot Pa), 
51 


至 多 除去 有 限 个 小 男 , 其 半径 总 和 不 超过 teh = 5 这 些小 图 


的 全 体 记 为 (>)， 
区 分 两 种 博 况 . 


G) 在 jz| 所 E EEE CO MEA | ze 


TREET A < jal <= EPEAN le] =p 与 (>) 无 公 


HA TE 
mps Í) = 2, 


从 而 对 于 任意 复数 < 有 


s173. 


< L- {Pos i) + logt lal + log2 


log 一 
2 


+ log 


FO i 


<c (1 + log (5.3.12) 


1 
EON i): 
(2) #Elz| < oj ERROR BER ay EID >e. 
TERS < |= 一 zı] <= EEEEM |e = pi (rE 


A oR le -anl=em 上 的 一 点 使 
EI = ae, [fC=) |. 
UERS a 5 g BOAR ee 
部 分 , 这 样 得 一 曲线 段 工 , 工 的 长 府 小 于 1， 


再 区 分 两 种 情况 ， 
| Ce) 
GD al? 


RW RAAB A oR. 

-| Ce) 
2, 
(21.1) 在 三 上 一 BOER | oy | 和 
对 于 (log fts) EA LM n 积分 到 点 # 可 得 


| tog f’ Ca) — log f(a) < i net da | <1, 


Le < PED] E ell. 


i 
KOLS Lila + If rae 
< Nila) + elf C0] 
= te 
Dli + ef EER} 
因此 
per zis P) tow" ICa] + logt |E] + 2. 5.3.15) 
31 
现在 我 们 来 寻求 og" | E20] 一 个 和 当 的 上 界 。 对 于 任意 正 
Eri rar > 有 
fla) A 
ee aa S T (ran $) 


=m (7 21 L) + N (r, at) 


= m (. B13 £) + Hin(7, Zis +) 


-f _ 
+ Ny (rs B15 +). (5.3.14) 


由 于 ECT)» 
aj) a mł 
TI Ja — a, | > Fha 


ae = 1,2, 9 O Fle c al Sr EENT RI 


Fio 
a "mlet lay 一 Oy end) 。 
“Th | 
于 是 


Tht 一 =1> 人 仁 yt > (4) > 


=l 


` 
2 
Ni- (>. Zis 7) =X N log ae (5.3.15) 


对 于 Nu (, By +) A 


Na (r. Zis +)< Ayr, 21, f) + log (5.3.16) 


1 
rears 
， p 一 过， 应 用 Nevanlinna BEIE Ce) 


~ (十 ， a t)< c fı + g*r (4 S 中 (5.3.17) 


4$(5.3.15)3(5.3.16), (5.3.17) 代 人 (5.3.14), 然后 把 所 得 的 结 


果 代 入 (5.3.13) 有 


(i ma Tm, z f) (i — 1) log [fC 21) | 


/1 j} 
tpr t 
+ CN + log Za 让。 


Ep 
(Dr 
<c {N + logtT (4, fa, +) + log* log* |f(2,) } 
ERI Ss 
C hog T (4, to +) <ir (i, n+) +c, 
因此 


T(P, Ho 7) < C {N + log*togt |/(2,) |}. 


= 176+ 


故 
Tory ms J} < log Kel + CAN + log tlogt |fC=) 1}. 


对 于 任意 复数 


1 1 5, 1 ) 
a(t, ms =) 5 N 16 "a 
16 
log 一 一 
Ep 
4 
1 
< 一 了 N (ps ms +) 
E4 
< 一 -人 res m1) + toe" lal + log2 
4 


k ian) = 村 | 


<E {x 十 Jog + log*log* | fC} | l. 


a 
an a| 
但 是 1s| < AF al < 二 内 ,于 是 


det ofr Rascal 


+ log tlog* |#C#1) | |. (5.3.18) 


(2.12) HELM 1 emt tel KO RRIAT 


= FL. 


ROI 22. 
如 同情 况 C2.1.1) 有 
Iei < DE eiel 


TE 


e177 «= 


ee oe 


ter) << Dl + elfCadt. 


143 LL wel nlc? 
hjal <ie i +i Z Keele als? E 


8 
全 纯 ， 为 了 对 它 应 用 定理 57 ;我们 首先 注意 到 
= {9 yo g 9 1 ; 2 
Ni- (2, 22; +) + Mp1 (2, Bay 二) N log F 
与 
| Pal i, 
mene 
对 于 项 Jog* 7 5 logt | ak), ， 分 别 利用 
Ia > Ke > Kal >。 
5 
Flas} Fz); + elfi) Sete 
KES HED oe 


注意 n 位 于 (7) 外 ;所 以 它 不 是 人) 的 单 级 零点 ;由 f(a2) 
半 0, 它 也 不 是 藉 宁 的 重 级 零点 于 是 蕊 zi = 0,00; f(z.) = 1; 


fCs;) 二 0， 应 用 定理 5.7, 对 于 0 之 7 之 7 有 


TG, zas 1) < log* [Cel 


+c fn + logtlog* |f(22)| + log 3 2 \, 
16” 
于 是 
34 1 \< i ) 
(5, a5 一 < = 35 (=, a 
64 
i 一 ”一 
34 
Gt 


-178% 


Cr 


EC {x 十 log + log? logt [fC #1) | }. 


D . 
| 其 sz)。 a| 
CESHE ZAT lz 一 al < a pgs MA 
"1 1 
| 一 ,CO N+ 1 
| j<e4 + log Tey GT 
+ log*log* [f€22) | (5.3.19) 


FLEP 
2, pitta) at] 
(22) lia) 


这 时 又 区 分 两 种 情 记 . 

-一 | f@ < 
(2.2.1) 在 工 上 一 致 有 | KO L 
对 于 这 种 清 况 , 立 即 得 

| log f(S) 一 logft2)] <1. 


mpi» zis 1) < logt |fCa1}| + 1. 


s 16 j—¢ 
16 
1 一 
og 1 
4 
= _1 — N Ca F 1) 
log -一 
1 
<cjl + log . } (5.3.20) 
. HED al 


+179 - 


ma oe wam pen es 


(2.2.2) 在 工 上 从 2 mo Babe Ee 
BOK TRI a. 
这 时 有 


< 1 不 成 立 的 点 
[f'Caa)] = [f€ 2a] 
LL 


} log fC 23) 一 bga) aL 
后 者 即 ' 


Medi < MEDERI ENIF 
再 区 分 两 种 情况 . 


(2221) ELEM BO ma LO) <1, 
FC) 
这 时 对 于 工 上 a 与 4 间 的 任意 点 x 有 
| log f(a) 一 tog f’(z5)| < 1. 
IFO] S e lfe). 
于 是 


ODI S Cel + 


lz f(s) a 


<= Kz)l + elf Ca)! 


一 [DO +e) < Kele + e). 


mlp ss DE logt] eD] + C. 
因此 


+ TBD + 


<e fı + log (5.3.21) 


1 
FEDE 十 

(2.2.2.2) 在 工 上 从 25 i 0 SOR ed — 1 不 成 立 的 
点 的 下 确 界 沟 ea 

这 时 有 

KEL < tte) < elf) 
以 及 
HD < Dl 二 es | < [fed lete + 1), 
1 3 一 7 z a — z = 2 

Hlal s Itsa + oo g OE lay 上 全 

纯 ; 并 且 


+ 9 1 9 
Ny (2 z +) + Np- |=; 
Ae 824 一 1 G a? 7 


1 
f- 


) < Niog 2 
1 


为 了 应 用 定理 5.7: 我 们 再 注意 
dl > EGAL = Kal > MDL > 1, 


p Ka | < ad t ell get a 
re Ifl 


UE 
Pd) -1 
PE , 


由 以 上 诺 式 与 zse(Y) 还 有 Fra) à 0,00; FE) a1, fC x4) a 0, 
于 是 根据 定理 5.7 对 于 0 一 rad 有 
T(r; Bao D < log* ELEJI 
+c fn + log*log* | C24) |}. 


- 18h « 


因此 对 于 任意 复数 «有 


af, _ 1 ) lon (34, Z4 _ 
16 fe 54 f—a 
1 35 1 
= 一 【32 ， +430 77 ) 
35 “64 f — «a 
tog ©. 
34 
64 


< CÍN + log + log tog? IfCz) 1}, (5.3.22) 


TESA a | 


5.3.3, 应 用 


如 器 定 理 4.9 的 推理 步 坚 ,我 们 应 用 定理 5.8 可 以 证 明 
定理 5.9. 15 (2) - RGM RING BEM WARE 
ARBI -REER Barge 一 OC0 SO) < 2) 具有 下 述 性 质 : 


车 六 # 为 两 个 正 整数 适 人 台 条 性 了 十 > 二 1，。 则 对 于 任意 正 数 8 


和 一 切 有 究 复 数 & 与 有 穷 非 零 复 数 #8 有 “。 


Ee log {ov {rs Qis Es Tz) 十 mon(r， Oy, Es az) 


roe log r 


一 一 a. 


(5.3.23) 

KR. KOH BRM. WI 为 有 穷 正 数 , 则 在 在 从 原点 出 发 

的 半 直 线 B:args = OKO 0 <2) AA PREM: 对 大 于 1 的 
整数 和 &, HREM & MESS HISAR A 

| Him 28.20%: Ooo es f = 8) _ (5.3.24) 


roe log r 
事实 上 在 定理 5.9 中 ,我 们 可 以 证 明 凡 是 万 所 的 一 条 Borel 方 
向 B: arg # = % BEANRAG 3.23) ROE. 对 任意 


ES ko (CDM) Borel HM BLE FC) = fea 的 Borel 


1826 


See mmm re ee sane 


Ji Ale BA PRR F(x) 包 满 足 定 理 5.9 a. 
但 是 下 Cz) 没有 重 级 小 于 纪 十 1 的 零点 ; 即 
nyt, fy, E, F 一 0) =, 


im k> ete -一 2 + -二 二 1 因此 由 (5.3.23) 
R+1 4 


Ëm log gir, Go. e, F =F) =3 
r= log r 
对 于 任意 有 穷 非 零 复 数 吕 成 立 ， 从 而 更 有 (5.3.247)， 

TA SIR RRS RBA SHS WR 
AD 7p AS [alse th 2] DA RAS A SR A R mi Ee 
多 . (ARNT WAAR. Bee RBH RAS HAS RA 
5 ERATA BE LAA eee. RA CBD Tsuji). 

定理 5.107% (OX —-VAB RR 1 HAIER, WHEE 
从 原点 发 出 的 一 条 半 直 线 Barge = 600 S i < 2=) 具 有 下 述 性 
Rm: 对 于 任意 一 组 互相 判别 的 复数 alr 一 1 2 g) ER 


组 整数 | Se 一 12， …，9) 与 任意 正 数 ©, HD (1- +) 


> 2, hy 
log (> myers Dus Ef ay) | 


im 一 r 一 一 -一 =A, (5.3.25) 
roo og F 


UFTAAERW AAR, AN SR SRS RABAT HA 
AD BAS ES Bete ORC co] Borel PAME) ,尚未 获得 彻底 解 
定理 5.8 的 证 明 较 为 复 染 ,人世 是 具有 一 定 的 普遍 性 .例如 用 
类 似 的 方法 可 以 证 明定 理 5-9 tH, BP 易 为 级 小 于 2 的 整 图 数 
aCe), Bz) (AC) Be atz)) PETER ARIE. 


» T8835 


BANE Borel 方向 的 一 些 新 研究 


近年 来 关于 亚 纯 画 数 的 Borel 方向 有 一 些 深入 的 研究 ， 本 音 
将 普 重 沦 述 两 个 问题 : C1) ABAD Borel 方向 的 分 布 并 2 亚 
SEK RE SEA Borel AAA. 


6.1， 亚 纯 函 数 的 Borel 方向 的 分 布 


6.1.1. 问题 的 提出 和 几 个 引 理 

在 第 三 章 里 我 们 知道 ,对 于 开平 面 亚 纯 的 图 数 长 gc): 若 其 级 为 
w <1<cc)， 则 至 少 存 在 一 条 从 原点 出 发 的 举 直 线 Barge 一 
O (0S Oy <i 2x) 使 得 


Tp Erlo esf = 9) y 


?一 中 logr 


对 所 有 的 复数 。 与 任意 正 数 6 恒 能 成 立 ， 至 多 除去 关于 a 的 两 个 
复数 . 

BILLA At, A args 一 0,G = 1 “OA 入 四 的 一 别 4 级 
Borel 方向 ， Him; = 6, Wl argz = Ai JP f(x) 69 2 2B Borel 
方向 . FE (ONS Bord PESANAN ART RH 
马上 一 个 非 空 的 . 闭 的 点 集 ， 这 样 自然 就 产生 了 人 以 下 问题 : 

在 羊 位 圆周 上 和 尾 给 一 个 非 空 的 、 闭 的 点 集 互 以 及 一 个 有 穷 正 
数 4。 是 否 存在 级 为 和 的 亚 纯 函数 fle), CASK Bord 方向 恰 
好 和 从 原点 连结 五 中 各 点 的 方向 重 台 ? 

1976 年 杨 乐 和 张 广 摩 外 对 这 个 问题 作 了 肯定 移 回 答 ， 为 了 汪 
明 他 们 的 结果 :我 们 先 建立 几 个 引 理 ， 

引 理 6.1. 若 «6 为 两 个 复数 ,和 且 |al 三 1518| 二 1; 则 


1 


até la} + 16] 
I+ ah Sir ialll? (6.1.1) 
证 . 由 
(= allel i 
la] + èj 
= (1+ lellál + jal + [DC + fa} lot — Jal — 14)) 
Cla] + | 二 | 
G = la- lÐ 
< Ja + oi? 


— (1+ 4590 + ab) ~ (a +O + BD) 
(a+ blat B) 


立即 有 (6.1.1). 
Bl 6.2. 若 go 在 jz| ROO R< wo) EWS, A go) 
0,00, RTA 1 二 re? Re, PLR, A 


logt E$] << 5log2 + logt p + 3logt —1— + logt 
— f 
_ i 
+ log? —— + log'T(p, g) + log*logt » 6.1.2) 
EA Teol 


其 中 N= nlp, g) + a(o, +), 8) 为 点 上 与 go 在 ls] <0 


内 所 有 零点 和 极点 的 虐 离 的 下 界 ， 
证 ， 由 Poisson-Jensen 公式 ,， 当 jl or < RNA 


t ix i È ip 
logg( 一 一 | log | gett) |S lp 
an ` Fy 


_ 一 p? — By 
: 3 toe Ke + D tos = by 二 
这 里 asd $5 lel 所 Pp 上 ORFAS A. 
取 导数 则 


«1856 


a a A ne a 


EOD 1 ad lo ai 200i . 
om s s [eCe] te ap 
I _ 5 _ 1 
+ Dts 一 aji 一 一) Do oes zo) 


由 于 he al 2 ote), |e hl See, FH 


| < 方法 y {mrs a) + m (ø, +t 


+ x(t + 


` 4o [ 
A—+ x0) [re £) 


(pO— ry 


log+— 1 4 x ft - 工 
FONI + G Tyt 5 
两 边 取 正 对 数 并 进行 整理 后 即 得 (6.1.2)， 
在 引 理 62 中 , 当 g(0) = coff iZ (e) = PAE? ,其 中 为 


EE, g0) 一 1， 别 | 
JORT AONE 
gle) gilr} a 


从 而 
log* | ig gij < lo + HO + logt E + log2, 
gtry | PAESE r 
对 于 上 述 不 等 式 右 端 的 第 一 项 应 用 (6.1.27， 则 可 得 


log* poi < Slog2 + logta + 3log* ~ ~ + log? 3 
gt) P= r 


1 T 
logt ---- + logtT(P - log * — log 2. 
+ log ap + log CP; Bi) + 4og + log 


TCs g) < Tlos 8) + Tle, =] 
P | ~1 
<= Te, g) + vlogp + log Teal’ 
Cg 


+ 18+ 


-rm m e min aae e a =o ， eR -一 


Bit 


log+ E2 < 6log? + log 3 + 2log*r 


gte) 


+ Bogte + logt- + 3togt—1-- + logò 
r 有 一 r 


-+ logt 证 十 log*TTtp, g) + fog "log" 75 (6, 1.2) 


31 理 6.3. i120 (=) EM le] 所 ROKR wo) EEH, 
Rpt |z[<-00<+< R) 内 并 与 f(x) 的 所 有 零点 与 极点 的 距 
离 不 小 于 了 的 任 赛 点 有 


fs ae Rte +r 
tog | 六 全 | < <E wlR, LY + (aR, co) + a(R, 0)} 
x (tort + fog 2R ) 一 ETG, f =0). (6.1. 3} 
iz, mm D2 以 且 仅 以 (=) 一 6 或 的 点 为 其 极点 ， BS 
是 单 极点 ra AERA Ca) w 0 A fC) 一 0 同时 成 立 的 点 


REA K Mle < R 上 的 等 点 和 极点 分 别 记 为 91 与 如 ， 
PEEL ER EAVES e. BUZ hg | A teak 
每 个 Rt — THOU, Bog | 起 一 < 二 | 表示 每 人 计 m 
一 1 次 的 和 数 ， 其 中 m 为 ere o 处 零点 的 重 级 ， 相 应 地 


表示 每 个 ba 仅 计 一 次 的 和 数 ,对 于 Ka 应 


Tlog | R? 一 Byz 


Rz — ba) 
用 Poisson-Jensen AA M 
log Ti | Re? 2| -|z P 
f(x) Jule fCRe'?) Boies + ie 
= az | R? — bz 
+ 人 tog RG a. $ E lg RG — bp) ) 
一 Crs alata Ri— a a 2 
(= log fa -> log RG 4) ).€6.1.4) 


s iby. 


EME] 
ae Ri 一 a,x 
之 og | BAe 
R? = aja — ajz 
De | 二 | 
URS Sr alr 时 由 引 理 5.1 有 


log : Ri es R 十 Jelle] 
iR(z— ep) RCjz! + fer]) 


_ CR — 2})(R — Je!) 
= tox {1 + Riel + lel) | 


-一 2 — 2 
> log {1 + Rae X) > Roary r) 
2R 4R? 


n R? == Tiz 
+5” | 
之 log Rz — ai) 


(6.1.5) 


= Lg — 


从 而 JE Rt 
一 - Rew > log -一 čz 
人 E IRG — 人 os RG 一 cn) 


Gon, refs 
>on a (rs f = 0). (6.1.6) 
将 (6.1.5),《6.1.6) 代 人 (C6.1.4) 即 得 引 理 结论 


6.1.2. Borel 方向 的 分 布 


定理 6.1. 设 4 为 任 给 的 有 穷 正 数 ，E 为 任 给 的 、 非 空 的 , 河 的 
实数 集合 (mod 2z), 则 必 存 在 A 级 亚 纯 函 数 1(z) ,其 全 体 Borel 方 
向 构成 的 集 恰 为 fargz = 0/0 € E). 

证 .我 们 用 从 原点 出 发 的 半 直 线 不 断 等 分 开平 面 .第 G=, 


2 … ?次 是 用 j FEHI arga R k 一 1,2，.…，j) 将 开平 面 分 
为 ;个 角 域 .在 这 i 条 半 直 线 中 ,如 果 有 某 些 闪 直线 arge = The, 


在 以 它 为 边 的 两 个 闭 角 域 ee < age < Zhe “her p 24 Me < 
aga < eae As 都 不 含有 点 em, OEE, 则 将 这 些 半 直线 委 


» 188a 


BL RFRA BRIM Li = zs yd by lS 
| LS Lo WHER u 
B 
ap = Vei 


G= L,2,-++; i= 23t, Li) 


2i . 


于 此 [*] 表 示 不 超过 * 的 最 大 整数 .由 


= Ss ~ << OOF 
j=1 fi lair i=l 2i ini? 


以 及 对 于 任意 正 数 8 有 


, ~ 2 
Sy the DS lel =~, 


f=1 ima lap j=1 


EE tans Ajs tts ajs f = ly Byres E= f, tre, Laatti 


my 


RSF i. WAR 


n=) = TI TÍ (1— =) AED AG 6.1.7) 


i=1 fwd fj 


其 中 


a 当 1 不 是 整数 时 ， 
4 一 1 Mis BEM, 
再 取 点 


+184 = 


BLL eit 


gat 1=1 EAEk p21 1=1 jej|* 
CARS EMER € 
- Ly f 一 -= Lj 
ioo gnd NO OMO = o 
jai baa hel 2°78 n Malalt 
FE {b bas ttt bnr j = l,e; = 1,2, > 工 计 的 收效 指 
*-- 一 ~- 


Bie Fa. Wisse: 
2 ma Hap) Ge ” (6.1.8) 


置 
— T(z) . 
E) Tig)’ (6.1.9) 
我 们 将 证 明 fC 四 就 适合 定理 的 要 求 . 


首先 由 于 典型 乘积 MC), Thy) NIIR as ‘PRDL AC aR 
等 于 1。 我 们 再 证 明 , 若 6 为 集 E 中 任意 一 数 ,; 则 argz 一 Oo HH 
Cx) BY a Be Borel 方向 , . 

设 车 不 然 、 则 存在 正 数 so， 在 角 域 G: larger —Ol <e. A 
i) 至 少 具有 一 个 有 穷 且 异 于 零 的 例外 值 ao。 即 存在 +,0 < 
< 1， 当 ?充分 大 时 有 oo i 

alr, Ops Eps 一 a)) <r, 

由 于 名 € EF， 因 此 对 于 每 个 充分 大 的 j 在 在 点 an WA K: 
le — an| <4 FREER, EEK AORA a, 为 零点 , 重 级 
为 my QA br HRA, BAH m; 并 且 HD) 一 oo 的 零点 数 
不 超过 rp Htr = 2+ 4, 

当 j 充分 大 时 有 ? 


1) 当 (Ma Ha i) 一 wo 在 原点 Taylor RA pe— PES HK HR 
RAO) — a, o 


= 190 + 


Trj 了 一 29) < (arr, 
log “lo tte re, 
5 To) al OP 
zf(2ri f= ao) < CBr), 
n(2ris f5 OJ) <r), 
ERA fz| <2; AU OHRA arF 值 点 与 极点 为 心 ， 


1 
8(2r; re 


为 半径 作 除外 轿 ， 这 些 除外 圆 的 总 和 记 为 (1). 应 用 引 理 6.2, 对 
Fije sr 内 且 不 属于 C73 的 任意 点 x* 有 i 


一 一 一 一 | = 5log2 + log*(27;) + 3log+ 工 
i f(z) — ap rj 


+ log*n€2rj;5 f = a9). + logte€2r;, f = 0} + log2 
+ log (8(22)7t9 + log? T(2r;5 f — a) 


-+ logtlogt To aay = (52 + 6)log(2r;) + 9log2. 
(6.1.10) 
ch 4 的 取 法 可 以 看 出 存在 1 之 二 之 2 与 733 之 2 之 4， 
使 圆周 z— an|=r: Alle — ajl = r 5 Cr) EE. 应 用 引 理 
6.3, 对 于 ]# — ap] = r 上 的 任意 点 > 有 


| fia) | rz 十 
log —— 5 g T ( ; ) 
ve | f(z) — a! rz no fas Gil» f— 47 


+ {n(K, ] = 0) + nK, f = a0)} (tog + log 2ra ) 


y2 ` 

ror 1 

一 2 a 2 (le — aul Sry +). 
tri . Í 


但 是 jz 一 ay} = AETI 所 内 且 与 (7) 无 公共 点 ,由 (6.1.10) 


log eae < 6{(52 + 6)log (2r;) + 9log2} 


» Tele 


+ CL + rt} {log 8(27;)**' + log 8} 
-4 if _ 
4 十 ( ? 2). 
EE ear, SH +4 ESTAR Tie 一 a] 一 上 
的 任意 点 = 人 恒 有 


| 6.1.11 
os | ES (6-1-11) 
另 一 方面 由 
aC la- an] S rif = ©) — n]a — ap] & rir f = ay) 
` _ _ 1 f 
2i fi, 了 一 a dzs 
有 
221 arer m f (2) 
| | rh lapel (6.1.12) 
1 $8(6.1.11), 061.12) AS 
Ee | zr 十 2. 


F 

由 于 * < 12， 当 了 充分 大 时 上 列 不 等 式 不 能 成 立 ， 这样 便 证 明了 
age 一 80 是 fCe) M3 Borel 方向 . 

最 后 我 们 证 明 ， 若 BEE， 刚 ag: 一 8, 必 不 是 He HAR 


Borel 方向 ， 为 此 我 们 估计 eae 由 


f(s) = mi ip Oy 十 bjr A 
f(z) el =l Cay 一 NG, — z) 起 


十 2(4 + 2.)(21— ait) pane 
ab anbi 


+ 20 ( 1 十 。。。 十 -Lah 
ar ' Ai 43163] 


A= 与 所 有 的 4i bu 的 距离 都 不 小 于 dleel d> 0B lel 
分 大 时 , 则 
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f(z) > 1 li.2s|,... 

{@) jai fea PeP 23 2 
qll 

+ Zero ~| 224 < {on ptit? z| +. 


* 
一 1 
+giel} 0 5. 


I= 


= 


RẸ 


2 
-2 =, 
r| < Jee)? 当 4 (6.4.13) 


ie) 
28]z jao 4g Si, 
由 于 BEB, 且 三 为 闭 集 ,于 是 存在 角 域 Gi: large 一 全 | <8, 
当 了 充分 大 时 ,其 中 不 含有 半 直 线 LG D jol S< L) Mia 
当 * 充分 大 时 ,在 角 瑾 (ls| > ONG AMORSSASRA. MO 
果 args = 人 是 了 zy 的 4 级 Borel 方向 ,根据 定理 3.11, 存在 f(z) 
的 一 列 1 级 充满 加 l 


Vy: fz = za! = MENIT žk = EE 


lim } #4} = 00, lime, = 0 (k= 1,2,°°°), 
使 得 在 每 个 A f(z) 取 任 意 复数 | ag, BST EBL 
复数 含 于 球面 半径 为 2 的 两 个 画 内 ,其 中 jimax 一 0, FEET: 
jz — z] < 2eklzkj(f 一 1,2,"…)》, 当 多 充分 大 时 ,I FRR 
large 一 | < Č Wy, FRM REDKE MTT, 内 的 任意 点 = 


由 (6.1.13) 有 
( 32 当 9 一 0 
了 Ce | < 和 Plage ° 
| fi <|( sin 2 zy Jz + 
2ga] < 3g) el 4 gel 


A REDARE 天 内 必 存 在 点 n EID <1. ABR 
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然 ; 则 在 Th AA] > 1, 于 是 OT, 内 就 不 取 单 位 加 内 
的 点 ,但 是 单位 呵 不 能 六 球面 半径 等 于 2 的 两 个 加 覆盖 ,这 与 以 
ET, 的 含义 硼 矛 盾 ， 我 们 再 断言 ,在 r} AFEA si 使 1(z%)| 
Ze, Rha AEAEE RRR. WE 内 有 
Hl < eu FE 

FC 2ey] zk， tae 用 < log”M (2ek] st， zaf) < leapa 
从 而 对 于 任意 复数 < 育 


i 
(Tyo f = a) <N (2exlzal> ex) 


1 -Í TOelel z Teo D + log” js | 
og 2 


i 


一 flej + log + tog 2}. 


< + 
> log 2 


u ERAS TT BAEP. 


lft Dual 


He 
sz < | log [fae] 一 log lEz) 
Sij balaod. mag [E2 
aa ae ike) 
_ed4eA 当 g=0, 
<7 6? lz] 
6qe, lz]? Bg eh 


注意 qd, 可 取 尾 意 小 的 正 数 ， 因 此 当世 充分 大 时 上 式 不 可 
能 成 立 , 即 ags 一 6, 不 是 DAY Borel 方向 , 定理 就 完全 得 证 . 

对 于 有 穷 正 级 的 整 函数 ，D，Driasin 与 A- Weitsman 获得 了 
其 Borel 方向 的 分 布 规律 . 他 们 引进 了 


定义 6.1, 一 个 有 限 序列 | 
[ Piest 0, = “十 ix 
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称 为 2( 之 士 ) 级 实效 链 ， 若 


(i) Om — 67 = G = 152,-++32 — 1}, 


Gi) 8, — > T 


Gi) RH s 二 2 RGS G hH ARE. 
Drasin 与 Weitsman AJR 9 
定理 SUALA 10A o ARO 2e] ERESHE E, 


则 当 a 时 不 需要 对 互 附 加 任何 条 件 。 它 怡 为 一 个 : 级 整 函 
数 的 全 体 Borel 方向 的 辐 第 值 构成 的 集 , 当 1 > 地 时 为 使 是 一 


个 1 级 整 函数 的 全 体 Borcl HARA BRR, BEA mt 
的 条 件 是 互 中 任何 一 个 德 恰巧 是 一 个 2 级 链 的 一 个 元 素 ， 并 且 这 
个 1 级 链 的 所 有 元 素 OCmod 2x) G 一 152， 2) BART E. 

有 兴趣 的 读 洽 请 参阅 他 们 的 原文 . 


$ 6.2. 亚 纯 函 数 与 其 导数 的 公共 
Borel 方向 L Milloux 问题 


6.2.1. 关于 Milloux 定理 


在 定理 3.8 里 已 经 证 明了 ,于 和 并 平面 亚 纯 且 级 等 于 2(0 之 4 二 
co) 的 函数 f(z) 至 少 存 在 一 条 4 级 Borel 方向 ， 由 定理 4.2 又 知 
道 1(z) 的 导数 了 Cz) 的 级 也 等 于 4, 于 是 fz) 也 至 少 具有 一 条 4 级 
Borel 方向 ，1928 年 G、Valiron 提出 了 一 个 重要 而 困难 的 问题 ;, 
是 否 亚 纯 函 数 与 其 导数 具有 公共 的 Bord 方向 ?9 在 A. Rauch”, 
庄 折 泰 中 等 获得 了 一 些 具有 附加 条 忻 的 结 累 后 , 1951 年 H. 
Milloux 建立 了 下 述 帘 出 的 定理 ， 

定理 6.2. 若 f(z) 为 有 穷 正 级 4 的 整 函数 , 刚 其 导数 OHS 
% 1 Borel BAM fe) Hy 2 Bore 方向 . 
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Miiloux 自己 的 证 明 十 分 复杂 ,篇 幅 很 长 ， 较 近 张 广 厚 中 在 涉 
及 导数 的 情况 下 ， 从 建立 类 似 于 Valion 的 基本 定理 着 竹 ， 对 
Milloux 的 结果 给 予 了 较 简 单 的 证 有 明 。 同 时 他 将 定理 6.2 推广 到 以 
oo 为 Borel 例外 值 的 亚 纯 函 数 ， 然 而 介 在 证 明 中 对 原始 伪 的 处 理 
仍然 是 较为 复杂 的 . 

这 里 我 们 建立 一 个 有 起 的 定理 ,从 它 可 以 立即 导出 定理 6.2 和 
它 推广 后 的 结果 . 这 个 定理 的 证 明 相当 直接 ， 也 较 简单 .( 见 杨 
Re), 


6.2.2. 基本 定理 
定理 6.3. 设 函 数 (AFH PRU, a AER BE 
角 域 argz| < ro 内 以 值 00 为 Borel 例外 值 。 又 设 
Fy: [z 一 | <= #,R,, Ras > 2Ras 
lime, 0 (k= 1,2) (6.2.1) 
为 了 tz) 的 一 列 2 级 充满 网 。 DEBT, A ft) BAS 
数 至 少 R 次 ,至 多 除法 一 些 复 数 可 被 含 在 Riemann 球 上 的 两 
个 球面 半径 为 ak 的 小 图 内 ,其 中 im 改 一 ima = 0. Hid 


log Tír, f 
f= ( at logr >) Ta (6.2.2) 
rR 
并 且 
2e, 2B E N 
Bx = max( 1? 1? Clog Ry)? 让 (6.2.3) 
WR 


[pions 
ol < jal < anita) large < 2000) (6.2.4) 


n= dest k=l, 2,100 (6.2.5) 


必 和 包含 一 个 子 序列 Gy, 是 f(x) 的 4 级 充满 域 ， 即 在 每 个 Gh 内 ， 
KORTE ERB RG 次 , 至 多 可 能 除去 一 些 复数 , 被 包 


= 1960 


a 
AZE Riemann 球 上 球面 半径 为 将 ;的 两 个 小 圆 内 ,其 中 
lim 8x, = lim ðk; = 0. 
ik. BEAR (CG) 不 包含 一 个 子 序列 区 域 是 
fs] 的 4 级 充满 域 , 最 后 将 导致 矛 层 ， 以 下 的 推 殴 和 各 个 关系 式 
都 是 对 每 个 充分 大 的 不成 立 , 不 每 次 长 述 ， 
由 于 Th 是 f(z) 的 4 级 充满 圆 , 所 以 存在 复数 ak E 
0< fa El, po f = ay) > RA. (6.2.6) 
ERN Ri, Rit] 上 取 点 
rer = R1 + M» P= 0,1l, 2,099, PS 


其 中 P= [一 :aes Re | + 1, 而 | uslo Ra | 


, log (1 +a) log (1 + ap 4 
24; log Ry Py ae ir 
是 “og Fa eee. Fae 


Spile — riel S Zag hsps 
Sheila 一 repi S AUN kp 
Sid 
Gui (RYT < ja] < RI) N Carga] < ngs (6.2.7) 
ill] 


了 P 
ctct U Spo Je( Lb ser Je Gy. (6.2.8) 
p=0 “p=0 l 


因为 (GN) 不 包含 任何 一 列子 域 是 (2 级 充满 域 , 则 从 (Cu 中 
必 首 选 出 一 列子 城 《Gu ) 具有 下 述 性 质 : WEE p 存在 三 个 
互相 判别 的 复数 oyl = 1，2。 拉 以 及 不 依赖 于 i HURDER a 
与 mgr< 4), PE enp es >88 USES) 以 及 


3 


DO 20 Gajsf = Ona) < RY 


im] 
对 于 所 有 的 正 整数 i 都 成 立 ， 事 实 上 ， 取 两 列 趋 于 0 的 正 数 es 
8 。， 如 果 上 述 论断 不 成 立 , WF er， 人 8 ， 序 列 4G 必 中 存在 子 序 
列 (Gyn 使 得 凡是 适合 aC Gyrsf = a Rua’ AY 数 a 在 
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Riemann 球 上 可 含 在 球面 半径 为 6 的 两 个 小 圆 肉 。 RE X 
于 er, 六 ,序列 (Ge 中 存在 子 序列 (Gua) ,使 得 凡是 适合 nl Gra» 
1 二 0) < Rist 的 复数 a 在 ,Riemann 球 上 可 含 在 球面 半径 为 如 
HAVANA. MRT, Bt BRS CGn 则 对 于 
每 个 了 Eal foe) RT 成 立 的 复数 上 可 售 在 球面 半径 
不 超过 8 的 两 个 小 区 内 ， 并 且 Eme7 = lim 3j =0. 从 而 《Gy 六 为 
f(z) 的 4 级 充满 域 , 这 与 (GD 不 包含 一 列子 域 是 (0 a 级 充满 
域 相 矛盾 ， 

HEDER oa 一 1, 2, 3) 中 决 不 能 有 两 个 同时 位 于 以 


co 为 圆心 ， 也 为 球面 半径 的 小 图 内， PEESO FDY Borel 


例外 值 以 及 由 球面 距离 的 定义 、 我 们 有 下 述 结论 (为 了 符号 简便 
计 , 以 下 将 子 序列 Gh 仍 记 为 GD: ET 存在 三 个 互相 判别 的 
复数 xt = 1,2, 3; as = CURARMT k WM PIER 3S 


Tr <a), GS engl, rlexel So NFS E. 


3 
> nCGy, f = an) < Re. 
i=1 


Ss) = fz) — age 与 Gurk) = Ag rine 二 40g, ot) 
W Gye lz] <1 AE E 


Di ale] <1, Gurke) = Pipe) < Re 


f=1 


其 中 


Pierle) = Og 一 Bargo ~ 下 OakArAOE C= l1, 2, 3). 
Pr DER] <1 内 没有 等 点 和 极点 ;适合 . 
jí logt (> Pree) | 

i=l 


aries! 


_—---,- 1 ______ do, = O(log Ri). (6.2.9) 
2 [Pipae 42 一 Pher) 7) e Bk ` 
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根据 定理 3.5, 除去 Riemann 球鞋 一 个 球面 半径 为 e- 喧 的 小 图 外 ， 
WERE Te 恒 有 有 
a(s | 一 工 ， Gu 一 a ) < ARY. ED aCSppr ha = ay << ARY, 


20 
青 注 意 到 (6.2.8) 与 | 
= [Zalog Re o 
P Le Sa) | 十 二 <Alog Ry + t, 
TERE PARER y ADAS FERR b, 使 
lol < 1, IKO ~ bal >29, 
n(Gys ha = bD < RE GEAL (6.2.10) 
id . 
— Zie 
E, a= Tk, (6.2.11) 
ii 
Es) =? ÅRA, (6.2.12) 
aft 十 Rf 加 
它 将 角 域 jatgz| < qn 爱 为 单位 圆 上 | <1. AiR 
- 14 
= 一 一 Ra 人 二 人 (6.2.13) 


并 记 HAS) = Aleli. 


iL) <1 ~ A (6.2.43), (6.2.0 EUR = A 
- Ri 


Rye & |e] < RAM, (6.2.14) 
WHEE PL. $e) FE large | < Ya 内 以 后 为 Borel PIME 
662 6.2.7},(6.2.109, (6.2.14) 


D 4 (0) = oo A, MR Oo, HS jll 与 a(Ghy Ar = ba) < RI, 其 
市 ri, 


= (age 


e(ich<i-, H= © ) 
k 
+ (lel < by) Sal Gis he = ©) 


k 


十 GT hi= bo RE (F< 2). (6.2.15) 
对 于 区 六 内 的 任意 点 > 一 re®, SH BURW C 则 
1 1 4 
| arf RO cos & 
g 
Ig) = 41— = Tt z 
rik + 2r% RE cos 2. + RE 
k Er k 
4C1 一 eye cos 2- + 
<i -一 一 一 和 此- . - (6.2.16) 
| (C1 + ep) + 1)? 
注意 由 (C6.2.11) 与 (6,2,5) 有 
ł 
Er = Eio, 
k 8 
从 而 
eer. 
ER Og ` 


再 计 及 (1 — s) > em A 
G — epi {0 2 E, 
nicd t e eiA +a 一 1 FR 
《1 一 BR) 让 
(62.16) 说明 Ty E T= Sa) FORA IE < 广内 
= 


Vy = BER: (6.2.17) 
HH (6.2.17), (6.2119 (6.2 5) 9 (6.2.3)5 
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"k 


ve 
RÈ > RE DS eviorky)t — o, (6.2.18) 


FAL» Ff ah (6.2.6) 


FE r, 0 PHORESIS] < 工 一 ST 
Rix 


k 


Dn Tef = ap > Rh (6.2.19) 
URKE) BETEA be BAA 


Ri 


Iss da = a 7 EN SIL (Noe. 由 (C6.2.15) 式 


《Ye 以 的 直径 总 和 不 超过 -二 Pa ,于 是 可 以 选取 


ripe il — 6+ l (6.2.20) 
*k 
RẸ 
3 
1 — 了 <= Fix = i =~ a? 
RŽ RE 


CIE) = ra NCT 一 由 (6.2.21) 
应 用 引 悍 63 对 于 片 ] S rig ABE Cr), 外 的 点 有 


Hy) | < 二 ik + Tie ( m ) 
1 | HQ) pis, R 
°F LHCE) 一 by frk — Fisk M Pasko 一 by 


+ {Enep Hy = ©) + alra Hy = nd) 


x (tog 2 + log L) 一 Ca 一 rig)? nlru ke Hy, = 0), 
dy Arik 


(6.2.22) 


为 了 估计 m (rnes 二 下 
m (rao <li) om LA tog 全 (Ca 
a 


H; -一 by, 2x Awe Crane) = Bil 


«Zale 


去 ) RA 


e e ; 
A, ARTE vy) de 
Agl ag rare) 一 br 


X Jarange") I} dp = +f logt 


.二 f ; ; 
+ tog* | eiCrane!* lee. (6.2.23) 
2a Jo . 
由 C6.2.13) 有 
ERRATA S alrae t Re 
24% 《1 一 rath 
(6.2.24) 
于 是 
1 az + r ip l E R 25r 
1 f < logt 
元 log EKEN Jlag log a— rage 
< 3log Ry (6.2.25) 


X T hit (6.2.23 eA A PRD RAIS 6.2, R 


gz) = 6,02) — by, 6 = zel rne T) 


ITR 
一 (6.2.26) 
O AE 
这 时 由 
RCL rt — wey) we RR 
ye Ta ERGEG 3i = G — raa 
(6.2.21). (6.2.10 
R E ft} =r < R IR}, 
2u R Ritts 
R= ra "4 p 6.2,2 
Gl — a an (6.2.27) 
Eiti 
w= n( 2 'R „h = 00) 
“(1 — PED 


Feet! 
+n (; aa a n) Rit, (6.2.28) 
一 Fug 
ZUR, 
1 Fh yee 


T(R, Dor » fags — bg ) < REM, (6.2.29) 
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leco] = 170) ~ bal > 十. (6.2.30) 


以 下 对 20) 作 估算 , 若 点 5 = ree (二 天 << 1) 是 平面 上 
的 一 点 , 则 其 原 像 的 辐 角 argz 有 


arge = Barg $8 = Bacsin - -27ane 
l= {Ch 一 rY + 4r’sinp}t 

Zr i 

<b, me - 1 
2 I+r TE E 
ir 
Oat 一 
=] z PA < 5 AK 


— py? 
args <= He {1 一 Gary), 


于 是 当 点 “位 于 jzj 一 ny, 上 时 ,其 像 点 > 有 


ra 
= 
arge <n, l — 一 一 一 ”一 一 - Ri G- < yat 1 — -2 }. (6.2.31) 
4(1 ~ -一 e a 
> 
设 x 是 |z| SR AAS larger! < ny 外 ye) ATTRA by 
TBS Mija C6.2.27) 5 (6.2.38 


|: — x| 2 Rọ sin a = ee (6.2.32) 

对 于 |8] << 1】 上 的 任意 点 ,类似 于 (6.224), 并 计 及 (6.2.11)， 
(6.2.5),(6.2.3) 有 

, ER E,R 

AD > eg pa > E 


E> H FED = 00 kf, f (6.2.30) ER ea = limg (rJe? =r lim iet 3 
TA. 
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一 4 和 RE —*Rt— 1, (6.2.33) 

(log Ra) l 
x} 是 |args| <a aOR OMA, BEES 
平面 上 的 像 bz BEC] << 1-2 内. 由 (62.27) 点 + 在 


Ri 


平面 上 的 像 为 rae”, TE 
[rnae — tC) = | fz E (adz 


< (max|¢4¢#)1) h=] ( max on" 一 好 | 


=al < |e ail. 


加 1 
(ss [zaC5)| )t 
SES (6.2.21) 8A 


r 1 
Je— zj => dy = Rit 


设 好 是 |argz| <n, 内 如 (2 的 极点 或 a 值 点 ， 且 它 在 
Ci ENO Cr! EEC] 和 1 一 -2 外, 则 如 上 有 
T 


《6.2.34 


RE 
Irme"? = EAC < (max IEC) — 27 
wE, 


islah 


1 
= 7 — 

(ma Ia) 
从 而 
le— xi |a t (6.2.35) 

Ri 
Bee (6.2.32), (6.2.34), (6.2 35D EA 
l ~ t. ae 
og 50 mex {og Pol? "= eT’ 

, 7 | 

bos oy | = O(logR,). (6.2.36) 
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将 估计 式 (6.2 27), (6.2.28), (6.2.29), (6.2.30) 与 (6.2.36) KA C6. 
4.2)? 得 


+ Ay Cag rae) 
lo RACE La == O( low R;)a 6.2.37 
o eeuen | Clog Ry) (6.2.37) 


因此 由 {5.2.23),(6.2.25) 与 (6.2.37) 有 


m (ra mon) = OC log R,). (6.2.38) 


H4( 6.2.15) (6.2.20), (6.2.21) ,(6.2.38) 与 


Cea Sa? nmo Hy = 0) > (— -Jam Hh = 0) 
rik 
Re 


> ROE (6.2.39) 
{EA (6.2.22) 48 CMTC <r, 县 不 属于 除外 圆 (Y),: He 


有 


MD) O1 path 
l as —| = — Ry Ae, 6.2.40 
| | HACE) 一 br 27 € ) 
再 考察 区 域 
wrk 1454 
Dail Ra T [el] €R 7 JN Cage] < vah. (6.2.41) 


当 点 z = rel? 属于 D, 时 ,注意 到 (6.2.18), 其 像 点 t 有 


i 1 8 i 
4r ék R, % cosg- 
lsi a |1 = 一 
(r 二 RL 六 


7k 7 + 
(R, tye Rat 
{2(R RDI ig}? 


HAD (Den 为 Cee 在 变换 = CnC) 下 的 原 像 , 则 当 点 = 在 
De EEC oe 外 时 有 


< l — <= iske 


1) {COD = opi, WRAL R. 
+ 205 y 


kila) | _ FACED 


he) 一 dy | HE) — 8, 一 ór 
"O < ROE, (6.2.42) 
Za . 
议 里 由 (6.233) og Os] < 


应 用 Poisson-Jensen 公式 ， 对 于 D,NClz] S 2R; ORE 
ECY en 外 的 点 zog A 


"y "k 

1—___ 1 一 一 一 
og [äle — by! < SR T + 2K, 4 
FE e 

3R, ine 一 2R, i=- 


-7k 
x mR a, A 一 Š) 


17h 3 - 
(3R, +) ~~ Cptng 


+ >) log 


P 


(6.243) 


r 
3R, a € a 


于 此 cv RRA] < 3R + By ha 的 极点 ， 重 级 极点 须 计 及 
其 重 数 . 
对 于 位 在 |args| < 关外 的 cs 由 (6.2 41),(6.2.17),(62.5), 
C6.2.3) 有 
Jzor epl > Re sin Cy — 94) 


"k end, 
> Rt hk aR et 
z= 


p> AR ”31 (6.2.44) 


(log Ra) 
对 于 位 在 large | < m 内 的 cue 由 于 Jey) SIRET, EE 
C 平面 的 像 Èa fr-FR lo) Srn 内 ， 记 点 in ES EERE 
Corks 则 cue 位 于 ‘Carr 外 ， 于 是 - 
ok 一 一 |. = 


WOLE 


<( max max [EC] Venn — eal 


rE Fg ke ror 


< (mx -io 一 cal 


= | ——_-, 77 DN Fok 一 cy! <= bean 一 Cals 6.2.45 
(到 on) k so J. (6.2.45) 
66 ,.2.44),06.2.45 FE] C6.2.43 A 


-7k 
log | ha tua) — ba] < 5m (3Ry T, ha — by) 


_ Fk 1—. 
+ nCARy 1 Ay = 0) log ORs 


Å 
1k 
log E ‘ . 
一 | 5 十 = TREE, hy — ba). 
log — 
3 


注意 AC) = f(z) — ors LR C6.2.6), (6.2.10) (6.2.17) (6.2.2) 5 
(6.2.34 


log JAC tay) — brl < C2 + 5X log ROTCR ,A 
<i PHC + SC log Ry) Ri TEk ER EMP 
< Ry“, (6.2.46) . 
可 以 看 出 (7Y)。x 中 每 个 闭 围 线 可 以 被 半径 不 超过 d AB 
PEE A SAR EA O Ya 其 中 
doe max 12405)! jw 


1 一 一 
RE 
k 
E . 
zZ 24ER, . 1 < 1 _ 
( 2 yen Ris Ritt 


HH (6.2.15), (7. 中 所 有 小 图 的 半径 总 和 不 超过 


0 257 © 


GIGLI = y=) 
Ri 
+ of IE] H= h)a < l, (6.247) 
RE Rt 


对 于 Dr 内 的 尾音 点 o RH BEE ze 52, 1K CY Ya 时 
PR BE OR SEES BBR Ly. —C6.2.41)5¢6.2.47) Ly 的 


长 度 不 得 超过 ARO. IN 


D —~ ht Ge) | 
hal Sun) — be: \, h(a) — by * 
< pbi -2R <1, (6.2.48) 
以 而 
log Jla) 一 hl <= =a og |A Reo 4) 一 ba] + 1 
<i Rive + l, (6.2.49) 
表册 (6.2.42), 对 于 D, SEART OO. 的 任意 点 有 
log Ca)! < REM + 1 Ri H, (6.2.50) 


在 D, 内 选取 点 n E er R| <1. RD, 
STE le 一 sk <4e,R,, EAM 36,8, < |e — 2,| < 42,8, A 
EREA 一 24| 二 rk， 与 《7 无 公共 点 .由 于 《6.2.477 ,这 
澳 种 选取 总 是 可 能 的 . 对 于 ls 一 si 一 rt 上 所 有 的 点 *， 由 
(6.2.50), (6.2.6) # 

log* |F (a) < log | 所 (Cs + log*| a] 


+ log? < RiT, . €62,51) 
从 而 
mC res far P) < REA, (6.2.52) 
Ze fi large] < Ya 内 fA Borel 例外 值 , 于 是 
AC es Zis F) << RY. (vr, < a} 


出 于 niin» 如同 462. 和 95) 可知 2, 与 (OMMARAER 
MATRST di 
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NO tus P) < Braet) ay 
< Rọ log < Ri, (<14) 


联合 (6.2.52),《6.2.53) 便 有 
TC ras zg P << 2RTH, 
另 一 方面 对 于 任意 复数 o, a f(a) 有 


aT gs ”= a) = R (Zeke tes f = 2) 


1 1 
<N (r Zp, —— ~ 
log 2 Re Ske ez) 


=< ENOT zes P) + logtja} 
log 2 
+ log ——— 工 _ + log? } 
Fd — ol 


<j [Tre tel) + bow Teer 


(6.2.53). 


(6.2.54) 


+ log2 !. 


将 (6.2.54) 代 人 上 式 后 可 知 除去 球面 半径 为 ef 的 小 圆 后 ， 对 


于 其 他 复数 4 福 有 


aTe f = 0) < 3 RE, 
log 2 


但 是 按照 定理 假设 ,Th 是 PON’ BRA. 


半径 为 54 的 两 个 小 圆 外 ,对 于 其 他 复数 4 恒 有 
nTa f = a) > Rik, 


(6.2.55) 


即 队 去 球面 


(6.2.56) 


比较 (6.2.55 (6.2.56) 得 Riek << 3.) TER (6.2.3), 


log 2 
Ri ak Se Re =e Be Sleek, 3 — 20, 


这 便 推 出 了 矛 应 ,从 而 定理 得 以 证 表 。 
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6.2.3. 推论 


现在 我 们 从 定理 6.3 推出 一 系列 结论 . 

Rl. RHR o 于 开平 面 亚 纯 ， 级 4 为 有 穷 正 数 . 若 B: 
arge = OKO < o < 2w) E FC) 的 一 条 4 级 Bord 方向 , HEH 
HÈ args 一 Ool < Yo A FDR Borel 例外 值 ， Ae FUT 
ce 的 正 数 RE 与 一 列 趋 于 0 的 正 数 ne, 使 得 区 域 


(FEE < al < 2 RU JN Carga — 0al < my) 
(j= 1, 2,-) (6.2.57) 
BOS POONA MR, 
BX LACIE 6 一 0. 由 于 了 :argz = OF f(z) 09 1 & Borel 
方向 , 报 据 定理 3.11, 必 存在 一 询 4 级 充满 贺 
Te 一 sil <efe,, arga, = a, 
zgn > Zag, lime = 0 Ck = 1, 2,--+) 


使 得 在 每 个 TEA f (四 取 所 有 复数 ga Ble, | 次 ,可 能 除去 
一 些 复 数 被 包含 在 球面 半径 为 a ENAA N ， 


lim & = lima, = 0. 
im k> 
取 
Ry = |z] 3 
£= max fet, 2er k, — h}, 
A Å (log Ry}? 


其 中 4, C622 JAE. A . 
Ty: js Rel < eR, 《和 一 1 2，- 
mey rt, FET, 是 f(O 的 一 列 1 级 充满 圆 ， 另 一 方面 , TT。 
又 适合 定理 6.3 的 条 件 ,因此 若 记 q = tee? 则 
(< Jz] < DRY |N Clargz] <n) 
必 包 人 省 一 个 子 序 殉 区 域 是 (05 ff CAA eR. 
系 2. 在 系 工 的 假设 下 , 吾 是 (ORAM Borel 方向 .. 
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事实 上 根据 系 1 的 结论 。 Gu (FI ja] < arija ) 


VC jatgz 一 各 | < nad G = la 2 HE fle) 的 一 列 1 级 充满 

域 . 即 在 每 个 Gy 内 (Rae a Rig 次 ,可 能 

除去 一 些 复 数 被 包含 在 球面 半径 不 超过 d HAP OMA, 而 
lm ex 一 ims, 一 0。 


必要 时 选取 Gu 的 子 序列 代替 原 序列 ， 可 以 使 Gu 适合 下 述 性 
质 : 人, 34; 小 于 预先 指定 的 任意 正 数 ov. 


计 是 除去 球面 半径 总 和 小 于 po 的 一 列 小 四 外 ， 对 于 共 他 复 
Roe 与 所 有 的 了 恒 有 Gip f =a) > Rik, 从 而 对 于 这 些 < 
SEREN 8A 

1> in logn(rs Oi, Ef = a) 


r>a log r | 

> lim log n(2 R47" Oo, €, f= a) 
e og (BR, 

Si ERY) ny, 


ioe 《1 十 4; ) log (2 Ry) 
PURER Eee aE LABS, BPR 
复数 = 有 


lim fim log u(r, Oo» e, f = 2 一 2. (6.2.58) 


Er0 bra log > 
但 是 由 定理 3.9 AER (6.2.58) PERE e Re. SSO 
除去 商 个 复数 例外 . BD BEE f(a) 的 4 级 Bord 方向 . 

F3 2M fa 于 开平 面 亚 纯 , 级 4 为 有 穷 正 数 , 且 巷 o 以 
oo 为 Borel 例外 值 , M f(x) 与 其 所 有 各 级 导数 至 少 具有 一 条 公共 
的 Borel 方向 . 

事实 上 由 定理 38, 级 为 AC0 二 4 世 吕 ) 的 亚 纯 函数 至 少 存 在 
一 条 Borel 方向 .而 由 定理 4.2 PRR SREB SRA 
级 . 因此 对 于 PGE = 0,1, 2- JOO 一 f(x)) 都 具有 一 
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条 Borcl HA By: arge = O, Ck = 0, l, Ža +-+3 上 2x), 
Sth 6, EDATEA OF 由 系 2 AAAM argz = O* Blt 
(OSH AERSRMA AA Borel 方向 . 


§ 6.3. Wai pa ay ASE Re ZN SE 
Borel 方向 H. Milloux 问题 的 诞 问 题 
6.3.1 儿 个 引 理 


E $62 里 我 们 看 到 , ASEARA Dko Borel 
例外 值 , 则 其 导数 的 Borel 方向 必 为 泗 数 的 Borel 方向 。 AME 
SEG BRA Bod 方向 是 其 导数 的 Borel Ha? 这 就 是 
Milloux 疝 题 的 逆 问 题 . 

为 了 论述 这 个 问题 ,我 们 先 建 立 几 个 下 还 . 

引 和 到 6.4. 设 fe) Fle] & RC) kwa, 

NRoaR,f = 0) + wR, f = 1) 4+ of Rf =), 


并 设 原点 0 不 属于 这 N 个 点 以 及 数 JE z= 


) 的 Boutroux- 


Cartan BAE (7), MATE rara R A 


CRR + 1) 2R? ont 
Tr, p< Eo bee WR — +) — +) + 1 E oh (6.3.1) 


证 .我 们 仪 须 证 明 


CR(M +1) 2R? > 
Te, ) < ERTED fogao 7s + logt IOI}. (63.2) 


事实 上 , 若 上 式 成 立 , 当 |Ko)| 之 工时 邵 为 (6.3.1). 41/0) 
> 1 时 由 
T(r, = T(r, +) + log |7(0)} 
以 及 对 函数 iD wiz FC 6.3.1 3%, thy BT TBD Et. 
先 考虑 R= 1 AEG. BTO 的 半径 总 和 不 超过 2ck < 


= 7F7iz« 


,因此 在 贺 环 + < jel < E AFERA |] 一 与 


(了) 元 公共 点 . 
id R = max |f{z)]. 以 二 线段 连结 原点 与 5 Cr) 


的 小 辐 旭 以 相应 弧 段 替代 相交 部 分 ， 这 样 得 曲线 段 Lo WY r) 
外 ,其 长 度 小 于 p 十 allek) l, 
区 分 两 种 情况 : 
C1) ELEBE] < h 这 时 
EDI << CON + LL Cdzt Ko + is 


FA ig 
mip, F) < logijo)! + log 2, 
ie 
N(ps 1) = Nlog Z, 
ES 


Tle, P< Rlog 2 + løgt |fCO)| + log 2. (6.3.3) 


但 是 TO, DS Tip 让 ;于 是 在 这 种 情况 引 理 成 立 . 
C2) 在 天 上 存在 =u (BF Cao)! = 1: 而 在 从 口 至 ža ROR SHE 
Bif(i<1. 4 |FCOlLS1 时 , 则 取 0O 为 sw ALL a 为 心 


SEL- jal 为 半径 的 贺 内 考古， 注意 这 一 al < Co zl) 


EE Jel RRR 
HERD n (E 一 Jeol; zo f= 00). HH Poisson-Jensen 公式 有 
mles f) < logt |f(2)] 


< 2 
(HH — Jal )— Co [zol + 404) 


x m(t 一 [zals zos f) 
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i 


4 — Izl ) — B= zo) (5 — 20) 


+ S* log 
| 
r 2 
Gt ~ 一 heols Zos 1) + Drea 57° 
为 了 估计 m sim (SE! 一 |aol > os 用 ,我 们 应 用 定理 3.2 关 注意 


Bll fol < HCO] +4, Uf Goo] BLUR EC) 于 是 
p (32 lal 20) 


4 
<C poes Z + log*|/C0): + log 5]. 
一 


t 也 不 属于 《7Y), 因 此 
CCNT 1) 2 
me < SEY bog 2S 


再 结合 


+ log*}1C0)| } 
， 
NCps D= Rlog — > 


也 得 到 C6.3.2). | 
WR LAA 2 = Re 以 及 ft2) 一 CRO = gD MY 
KDE elai EWA 
N= anll, g= 0) + all, g= 1) +001, g = ©). 
床 点 口 不 许 于 这 名 个 点 以 及 数 到 的 Routroux-Cattan 除外 轿 ， 按 


照 以 上 的 证 明 应 有 


> cm 41) 2 + 
rit, gye SE — | tog + log*|g (0) 
人 ) 1 一 二 EES ~ 
R R R 
于 是 CRr9 十 1) 2R? 
— oO: — + . 
Tr, p) < CRAM | tog AR + kolo)! | 


+ l4» 


我 们 再 洛 引 悍 64 转换 为 便于 应 用 的 形式 . 
310 6.5. 1 C2) F te! x R(<00) EVAL, av = 1,253) 
任意 三 个 复数 ,相互 间 欧 球面 距离 大 于 一 正 数 4. G 


3 


TN > nCR,f = p)» 


v=1 


并 设 原点 O 不 属于 这 贸 个 点 以 及 数 和 ( < 全) 的 。 Boutroux- 
Cartan 除外 贺 (Y)}， 则 对 于 任意 的 Or OR, A 
， CR(M + 1) 2R? 
TOs R—r log R7) 
+ Clog Z + log* [FCOY | (6.3.4) 


I. E o, 的 次 序 后 可 使 malla, Jal) < ost. H 
于 el = 1, 2, ISR RAS >d, TE 
le ©] > 呈 (» = 1,2). 


从 而 


la] < $ (» = 1, 2). 


置 
}= f(z) — m ,人 
Hz) to 0 i 
ERO <1, 否则 将 as a 互 换 即 可 .对 Cs 应 用 引 理 
6.44 


g(z 


Tir, g) = 


CRR + 1) log 2R? 
要 一 了 ACR— rr) 


但 是 
了 (rs ps T(r, f — om) + log+ | a, | + log 2 


= T(r, y) + log |/(0} — 四 | + logt|a:| + log2 
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<7 (+, E) + bog? —+— + log 2 
f = ja 一 四 | 


+ log | 大 0 — æl 十 log+| 四 | + log2 


<=. Tir, g) + logt 1 


|a: — a} 


az 一 m' + logt 
ta — &- 


+ log*|#(0)| + Zlog*]a;| + 3 log 2. 
ER 


mo = log* Jar! 


+ logta] + 2fog2 + log* 


las 一 Pai 


于 是 
TC, f) < TCrs g) + Clog = + tog*|f(0)| 


c ECTE Diog ey + Clog 2 + log*]/(0)]. 
为 了 以 后 的 应 用 ,我 们 还 需要 
引 理 6.6. 设 fz) 于 1z| S RO) Ee, 
R= nR, f = 0) + Ref 1 + a(R f=), 
FRERAO BANS AMIR AER ER di lii TERRI ro 
0<r<R 有 


cae +1) 1 IRN + 1) 
一 ACR — r) 


证 明 可 以 如 同 引 理 6.4 ANSP ORMETT, ERRA A Ae TE em 
R 一 1 的 情况 时 ， 先 要 以 fe) = 0, 1, co 的 所 有 值 点 为 圆心 ， 


dl 一 r) at 
Het r AREENA AREA). B EC), 


且 在 画 环 r< |z] <E 内 存在 |z| =p 与 (7) 无 公共 点 。 于 
是 证 滑 可 类 似 地 完成 。 


«iz « 


TDS + log? }f(0)], (6.3.5) 


6.3.2. Valiron Sta EA 


为 了 论述 Milloux PERTZA, PPE is BY Th EAE 
理 ?. 

定理 6.4, iR (OE la] < 1 ARISE, a = i, 2, 3) 
是 三 个 复数 《其 中 可 以 有 一 个 为 oo 六 相互 间 的 球面 距离 均 大 于 d 


oeda > 并 且 有 
ayCl,f =0) + Saf = ada NL (6.3.6) 
i=l 


再 设 5>) 是 相应 于 |z) < 1 Af) 的 所 有 极点 以 及 数 4 = EL 


的 Boutroux-Cartan PES E RI Ce dele} << 于 具 取 任意 复数 a 
的 次 数 


n 位, aj<ce fx + log 1 + logtlogt [#Cz5) | 


1 
十 log 17 Geo), ab (6.3.7) 


其 中 | zo} < 5 ERETOJ. 
证 . rh 是 相应 于 Jzj <1 A 
a 
ay(l,f=0)+ >) all, f =a) 
f=] 


Ae) WS AF PGR a- HAC = 1,2, 3) BRADY 
Bourcoux-Cartan BAA. E 


(r) = (+ 


D BAAS BL) EKU). 
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则 (7) 中 谱 加 的 半径 总 和 不 超过 二， 于 是 在 jz| < 于 内 存在 点 


nër), 以 及 贺 环 二 < |z—al< = 内 存在 圆周 |z 一 "| 一 与 


{70 没有 公共 点 ， 

区 分 两 和 情况 : 

(1) 在 js zl <e LAZY) Mes ICAL 

这 时 对 于 |]z 一 al =p 上 任意 点 5, 用 直线 段 连结 21 SE, 
遇 C7) 中 的 小 匣 则 以 相应 的 弧 正 取代 相交 部 分 , 这 样 得 Bl h RE 


Ly BREKE RBH = + le: 3 <1. 
于 是 
HOLS Weal | Faz 
从 而 


< [fC] + 1, 


m(ps Bis D < log* | fCz>| +1 
为 了 寻求 No.2 力 的 一 个 含 适 的 上 界 . RIER rE 


A je—xl<et+ = 内 亚 纯 ， 取 三 个 复数 al = 1,2, 3) 的 次 


数 总 和 不 超过 M A a 不 属于 POOR a AG = 1, 2, 3) 
53% 4 49 Boutroux-Cartan 除外 网 ,并且 


应 用 引 理 6.5 有 
To, GSES Ff) 一 


, . 
N+ Diog 2 


2 Bée 2 
+ C tog = + logt | fied]. (6.3.3) 
WEIG) 之 1 与 4 二 A 六 有 


+ 215 = 


Tlos ss PEC (x + log +). 


从 而 
TCP, Zis nD == mps Bis f) + Ne, zis f) 
= mtp, ži» Ð + Tt, GEES f) 


< log* [fC2z)|] + ce & + log 1), 


因此 对 于 任意 复数 a 
3 „1 1 1 1 
"(je te Eh i n (peters) 
4 
log 3 
16 
< N le, zp —1 
log ( 一 ) 
< —— {Tle z f) + logta] + log? 
log 4- 
3 
E ， 
+ on eed —a7} 


<c{n+ leg — yt beh: 


但 是 jz| <i at jz 一 | <n, 于 是 


(二 ， she 215 =) 


c {N + log ~y + iog 


Th 9 
(2) 在 js 一 | 过。 上 并 在 O) 外 存在 点 z BRIE] 


+ 2196 


Sl. E mm 与 mw， 遇 (7) 中 小 贺 则 以 相应 的 绝收 霄 代 相交 部 
分 ,这 样 得 由 线段 工 ， 其 长 变 少 于 1， 在 工 上 存在 点 z(e, 可 能 
与 a 重合 ) 使 得 JfCs3)| > LELE Le, AIOI <1. H 


edl <ikedl+ |f, ,Feds | el + 
注意 


13 
Jaa] Jer] + pe (6.3.10) 


于 是 |s 一 zs| 一 号 含 于 lz] < 1 内 ， 当 0 一 > 天 Late 


< 
出 发 ,对 mm( >， =) 5 m(rs 1.7) 分 别 应 用 Jensen AER E 


T (r z+) l Tir, z3, PO + Nir, z4) 


-N (rsz +) log “poor? m (rs 255 £) 


< T(r, z» f) 十 R(r， 23, +) + log — 
+ m (7s 23> FY, 
但 是 
R (r, tas +)=Np (-， z3» 4) + Na (r tas +) 
< No (7> 20 +) +4 Na(rs es 4) 


= 2 Ny (> FEP +) + A T (> sg) 


Fe 


从而 
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T (r, Bas 3) <= Np (r, B35 +) + 2T(r, za f) 


, Ë . 
十 2 log -一 一 -一 一 F zJ] + 2m (r; Zis A). (6.3.11) 
由 
4 19 
ES sy foa)<N, 


如 司 (6.3.8) 式 的 推导 , 当 0 < + <A 
T(r, za PE c(N + log +) + tog" IFC]. (6.3.12) 


根据 m (Boa, t)<n s ssE(Y) 有 
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Ny (Pr t)< CN (0<: 一 号 ) (6.3.13) 


应 用 引 理 1.3， 对 于 Darra 


(6.3.14) 


< 10 + 4logtlog* | f(z3) | 


+ 2log+ > 十 3jog 十 1 + flog? T (+, Bas +), . 
— r 


将 C6.3.12),(6.3.13) 与 C6.3.14) 信 人 (6.3.11), HIER FC) 
1; 则 得 
1 t +20 十 
T(r, zas t)< C fy + log J + log+iog+ |fCe) | 


| + Biogt T (s, z3, +) 
一 i 


+ iog” 1 +} + blog? 
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应 用 引 理 2.4 消去 项 Blog*T g za 上 1), a 然后 取 + 一 18 8 ie 
p(B, mu 1) fee 2 + yee oh 
从 而 对 于 任意 复数 < 有 
< 


< c {r (38, zat) + fost ja] + log2 + log ——— 


res) — a] = 


< c{r rò, ept log 2 + log at 


1 t+ 了 
< c $N + log =— + log* log liz] + werz} 


48 (6.3.10), | 2] <i F |z 一 2) < z 内 ; 从 而 


(+, = -)< c fx + log = + logtlog* |f(2s) | 


十 log (6.3.15) 


1 
lf C23), 让 
定理 6.4 只 涉及 到 大切 的 一 级 导数 ,在 普遍 的 情形 我 们 有 
定理 6.3. 设 (DEl << 1 内 的 亚 纯 函数 ， a (1 = 1, 2, 3) 
是 三 个 复数 (其 中 可 以 有 一 个 为 %), 相 互 间 的 球面 距离 均 大 于 2， 


0 < 了 < < 又 设 (7) 是 相应 于 |z1 < 工 内 秦 呈 的 零点 和 极点 区 


a(l, }=0) + Sia, FP =a)<N, (6.3.16) 
i=l 
则 对 于 任意 复数 < 有 


1 1 1 
o(4, 一 -) <C, [x + log 7 + log *log* | (C20) | 


十 log? logt — 


TEDI 
其 中 Joo] < AAFC) 


1 m 
+ ogT (6.3.17) 


事实 上 如 局 定理 6.4 的 证 明 ， 对 于 jz?| 三 1 内 PDR a 
ÉA Ci = 1,272.3) E A 的 Boutroux-Cartan 除外 国 记 为 77， 置 
(r) = (rh + (r) BA a 与 圆周 ls 一 mi =e. 区 分 以 下 两 
种 情况 : 


k 
《1) 在 lz = a, <Se LRA MER DPPC] <1, 这 


A: 
m(ps Zis Ð & logt |fC2)] + 1. 


以 及 
1 
TCP, z (P) < CÒN + log =). 
从 而 有 (6.3.17 7)， 


(2) 在 jz alce 上 并 在 (7) 外 存在 点 n 使 得 
DP. 
连结 o a 且 在 (7) 外 的 曲线 段 记 为 L， 在 上 存在 点 n 使 得 
SG) FL BE Lan EDIPO 
E a 
T (> Za +) < Tlr, 25) FO) + N(r, z3 +) 


oe _ ro 2, £” 
+ egag tlre 下 
由 5 引 i 理 4.3 有 
fe tet l 
m {r> Sas F J= cfi + log* log TESI 
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十 log? 工 十 logt € + log* TC!, GEE p} 
r t— r 


i 

< Ca {1 + log* log* Tiles) + log*log* |f(z3)| 
32] 

+ log? 1 十 log* ~ J, iog+7 (z, 24> 了 站 


r F m a 


LEAR a ae BR 6.4 一 样 完成 . 


6.3.3. 应 朋 


加 到 关于 公共 Borel FARA RIT 

定理 6.6. 设 (OFA PRAM AAAIEM. A Barge 
= 6,  f(#) 的 一 条 级 Borel HA, HAAR large — 6] 
< p (no > OW CY 以 一 个 有 穷 复数 ao 为 单 级 Borel 例外 值 ， 
WW BARA FEDA Borel 方向 . 

w. RREZE a 一 0 的 情况 ， 当 m 关 0 HE pe) 
f(z) 一 ao。 显然 召 也 是 ORAR 级 Borel HALE fie) = 
fc). 

on SSE BRA AR ee BN BREE 六 zy 的 Borel 方向 , 则 必 存 在 
AUR large 一 Ol € qn > DERE LARA OAEI Borel 
PIMA ali = 1, 2, 3). 

另 一 方面 由 定理 3.11, fle) 存在 一 列 1 级 充满 贺 


Tj jem si| € elel lime; = 0, 


imla] = 00, args 8% G= l2) 
BEMA RAB 

Fj: la — z] < 8a] zi (G= l, 2, °°). . 
当 /充分 大 时 ，T AREE S EA largs| < mingy g 


A. 
对 于 每 个 充分 大 的 p A 


gz) = Ca; + BE; |a; 1z) 
Be; | 2, | 
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gl] <1 AW. HEA 
solsg =— 0) + D 2G, g =m) 
i=l 
= m2 lz; |, Ho, yo» f = o) + > n(2 EH Bos ms f 
fe 

= a) << Je, ia {r= a). 

应 用 定理 6.4. 对 于 任意 复数 A 
1 


1 _ a ) { 四 
= + lorg — 
"(1, g TAEA Ialt + tox 4 


++ log log | g(40) | + log or} 
FON els; | 


其 中 4 为 一 固定 正 数 ,等 于 ol = 1,2,3) 相 互 间 球 面 距离 的 最 小 
者; Jal <3 Ho» REF i} <) 内 ORRA RALEA 


1 的 Boutroux-Cartan 除外 图， 
756e 


A= 


于 是 


all, f=ay<ic {fail + log 1 


+ log? og? | fra) | + t 
` = fasz | 


. (6.3.18) 
其 中 ey = z; + 8e;] 2;| to 

可 以 假定 slal L EH Tr; 的 半径 不 满足 这 个 条 件 时 ， 
只 须 将 它 适当 放大 即 可 。 所 以 由 球面 半径 的 定义 有 


1 < log 284) €63.19 


iG) a TENT 
Be,lz;|° 8e,l2)f 


为 了 估计 log*log+j 世 so 我们 应 用 Poisson-Jensen 公式 ， 当 
f 充分 大 时 显然 ]zo| < 2!2;|, Alt 


los" Keo) < FSR Lm m3 leil 1) 
Iž 


+ > log Gjel 一 5,20 


laala] 3| 2; lC 一 5,) 
其 中 b, AIOE] 所 31a;| 上 的 所 有 极点 。 
由 
tog |! 2 | 六 — boro | < tog (3)z;1)? + Gİ EADICAEAD, 
3 f2;| Cea — ba) 3f2;| ja 一 如 | 


1 
= log5|z;| + log Tas’ 
Do Pp 


得 
log™ 'f( 20} | S Sm{3]z;].7) Halal, f = 9) log 5}z;] 
1 
+ npa log Teo hi (6.3.20) 


ATR LA A RA. ROS eR. ob, = 
aj + Belef 418,] 21 时 , 则 


[zo — bal = 8e,)2,] Ito Bl 8; la Cel] — fel) 


es(i-+)>1 
32 


于 是 
1 1 1 
DALILA [zo — bn] > lfl ge Jz] ln — fal 
< > log = -—} . 
DME | zo 一 所 .| 
注意 a 不 属于 |:| <1 内 OBRAS $= = 6 的 路 外 贺 ， Al 
此 


If lt — fpl => Astle) 


6, h<1 


以 而 
1 
wiag [zg b, 
< Cak3 jz; l, f = ©). (6.3.21) 
将 (6.3.21) 代入 (6.3.20), 当 充分 大 时 得 
log |fCa0) | < CClog la DTO 23]. DE lap”. 


< als, g = 0) log + 


ED 
logtlog* |f(z0) | << CA + 1) log [zy|， (6.3.22) 
再 将 C6.3.19),(6.3.22) RA (6.3.18) 有 


nI; f= a) <eflz|" + log = + log |z;] 


1 
+ bog emai 
于 是 在 Riemann 球 上 除去 一 个 半径 为 cs" 的 球面 加 后 有 

a(Tis f = a) = Oll. 

BÆ < 1， 令 j 一 oo 上 式 便 和 DA T 为 1 雇 充 注 圆 柜 蔬 
ĀE. 

应 用 定理 6.5, 类 似 于 上 述 推理 可 证 

定理 6.7. 设 (FH Pi WS RANE, A Barge 
= 0) È f(x) 的 一 条 1 级 Borcl 方 向 ,并且 在 角 域 args — Oy] < yo 
(no > OA OARA SAN so 为 Borel PSMA, W BIB A 
其 各 级 导数 的 Borel 方向 

Ki fe) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 流 有 穷 正 数 。 若 六 有 一 
A BISA Borel 例外 值 ， 则 f(z) 与 其 各 级 导数 至 少 有 一 条 公共 
Borel 方向 。 
”在 8625 486.3 里 我 们 着 到 对 于 亚 纯 讽 数 与 其 导数 的 公共 
Borel 方 挡 的 问题 ,在 附加 了 某 些 条 件 后 已 经 获得 一 些 显著 成 果 , 
但 是 对 于 不 附加 任何 条 性 的 普遍 情况 ， 这 个 问题 至 今 尚 未 解决 . 
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第 七 章 “ 亚 纯 函 数 的 亏 值 与 Borel 方向 


在 第 一 章 里 ， 我 们 已 经 看 到 亏 值 是 模 分 布 论 中 的 一 个 重要 概 
念 , 宪 的 定义 仅 与 信和 点 的 模 有 关 , MSGR BALK. ERIM 
里 研究 的 Bod 方向 则 是 轰 衣 分 布 论 中 的 基本 概念 。 这 了 两 者 之 亲 
看 来 似乎 并 无 联系 , RMAF WUE AAR. AOR BS 
正 级 的 亚 纯 函 煞 具有 气 值 ， 则 其 Bord HAND AOR EA 
规律 ,请 时 在 亏 值 总 数 与 Borel 方向 总 数 间 存在 着 坚 密 的 联系 . 


571. 精确 级 与 两 个 引 理 


7.1.1. 精确 级 


在 本 章 的 研究 里 ,我 们 将 要 用 到 一 个 重要 的 工具 一 精确 级 
它 最 初 是 由 O. Valiron™ 5, 

定义 7.1. fe) 于 开平 面 亚 纯 ,级 HEDER. ORA 
T(r, 有 或 fo) 的 一 个 精确 级 , 若 

CE) 2C7) 在 [0,00) 上 定义 ,县 非 负 、 连 续 ,以 及 tim XC7) 一 2 


(2) 除去 可 数 个 点 外 Ur) 存在 , 且 lim raiCr)logr = 03 


G) 当 + 适 当 大 时 恒 有 PO ST. 万 ， 并 且 存 在 一 列 趋 干 
co HER Cr) for? = TCs; f) | 

ro RRA TOs DR FG) RR. 

定理 T.L RAR IOTER., RAHAHEER WE 

证 ， 区 分 两 种 情况 ; 

CG) 存在 了 上 的 一 列 趋 于 ce 的 值 鸽 TOG, P> rh 

置 . 


= 228% 


plr) = max log* TC 1 C714) 


zpr log x 
可 以 看 出 @Cr YAEL 0,00) PATTEM, F AAE f EAE STEROL, 
impl) 一 4。 使得 9(”) 一 PETN origi r REAR 


M. RAMPART 同时 适合 Tlr, poe. 
Mares né€M URa>lin, B a BEB pCri) 
> p(n) 的 最 小 整数 40S ry HB Cr) = er). 
考察 ? 
yl) = Ard — logar + loge, (x 2 如 3 
Ge) = pr) (x Bn). 
由 于 yi Cn = Wr) = Cr) =p Ca) = yn) lim yir} = 


—co, HARA y= yl ov = 92) 在 x 之 时 必 有 交点 ， 
命 um 为 第 一 个 交点 的 机 坐标 . 

Moar Soy RL, E OG) = aCe.) — logs + logan. EIE 
KALLA Ar) Solr) ASSRE r= m BA. 

BE n= min{ M N fm, 0)}. Ai r > ti, WA a) or So 
H 4(7) 二 pCr). 4asran H.R n DR pra 
BFE PHBH. Mon 开始 重复 上 述 过 程 : HERI 
继续 二 去 .注意 由 

fl 


有 lmri — oo? 从 而 U(r) 410,00) EERI, 
4(r) 是 9,co ) 上 的 连续 函数 , 菲 抽 .除去 在 i VOEE 
并 且 在 每 个 小 区 间 上 或 者 MKr) 一 0 或 者 V(r) = 一 -一 


7 log rlog;r > 


于 是 limri'{r log r 一 0. 


1) SBR T A loge 45 logloga, A loge 表示 loglogloga, 


=. 229 0 


Morley 时 有 Mr) 2 pC) > PEED, 并 且 


aC) = er ) = ee Ten G= 2) 
ri 


aCe FYE HABER 因此 jim AC) = lim (+ ) =A, 


(2) 当 r 适当 大 时 人 恒 有 TODS, 俏 若 看 在 一 列 趋 于 co 
RITE IS TCr;, P= ri 则 取 ACr) =1 即 合 要 求 ， 以 下 
(ApS + > r> e NI Tr fp) <r? 的 情况 . 

Z 


elr) = max log’ TCs) f) (7.1.2) 
Tyee log x 


显然 Cr) RIES, TERR HELE r) 一 WET Doty 


log + 
r 构成 一 个 无 界 集 工 . 
存在 充分 大 的 正 数 ri > ro KENAN a 表示 曲线 
yil) = 4 + logar — logar yil) = oe) 
的 交点 的 最 大 横 举 标 , 则 有 ro So ry HAR LA iros] OL 
a = max| LA lro sits 
则 oSasn<cery, 
又 存在 充分 大 的 正 数 n> r t 1， BARE o ARH 
yitx) = 4 + loga — logan yke) = Cx) 
WS SHA Ai, 则 有 nas 以 及 LO ita nls oO. B 
z= maf L Alr sl}, 
再 记 m 为 [a rn] 上 一 点 使 得 4 + loga 一 logri = 4l) 于 是 


0 


命 
ple) Ora, 
acr) — 4 十 logar "= logarı Fi Er 13 
DEn) Hy <= re #25 


= 230 = 


根据 +. u 的 取 法 可 以 看 出 4C7) 是 连续 , 非 负 的 函数 ， 并 且 有 
Mr) = or) 2 be rod 
: Og F 


LR 
AC) = C4) = log* TC» t) a 
log 1; 
除去 soa; 外 Cr) FEH lim r2'Cr) log r= 0. 


7.1.2. 两 个 引 理 


我 们 建立 两 个 引 理 ,它们 在 本 章 的 论证 中 起 着 重要 作用 ， 

BPE TID RR Ke) 于 开平 面 亚 纯 , 级 1 为 有 穷 正 数 ,并 设 
ay = 1,2, 7+, plspcto) 为 一 组 互相 判别 的 算数 ， 且 
alaf) = 8, > MP 一 12， -jp) 着 2(7) 为 1(z) 的 一 精确 
级 , 置 [Cr) 一 zi 以 及 记 8 一 min 8,， 则 必 存 在 一 列 正 数 RC 
二 1, 21) mR; = oo 对 于 每 个 充分 大 的 了 和 > 1, 2,……， 
p 使 


1 , 8 a 
log -一 -一 -> UR; , > RT, 
°g ICR; 一 a| ast (R) A a doo 


log ICR”) > -Fy UCR) u a, = 00 时 
(7.1.3) 
成 立 的 值 p(0 < p < te) 构成 的 集 Bi 的 测度 
mesE;, > KC8, ps4) > 0, (7.1.4) 
于 此 KCS, p， DRA RRM D pd 的 正 数 ,例如 可 取 


— 7. (7.1.5) 
( + log al . 
log 一 f 
E 


K(8, ps 1) = 


1) AFERE IRAKA EEE., BRRERRR RHE AR 
确定 的 精确 的 下 界 , 证 明 也 要 简单 得 多 。 - . - . 


+ 23l» 


和 证， 根据 ACr ASHE. ATLA — IER r fj 一 1:2，…)， 


lim r; = 00 ;和 使 


jan 


lim Tris DÐ = 1 


ie UCri) 
SAE NEL 7 DR -一 "(v= 1,2, 095 P). 
在 jz| <3r; 上 一 一 一 的 级 点 记 为 Bi = ls 2p ces 9(37j | 
- fz) 一 a; 


f= 0,))， 对 它们 应 用 Boutroux-Canan 定理 ， 则 当 点 * 位 于 至 多 
za(3riy f= a) 个 且 半 径 总 和 不 超过 +, 的 加 (>)。 外 有 


, A ly) 


Tl je — bul > (En) 


tl 


nlary rap) 


《2 = [2 3 p). 


于 此 ,我 们 取 4 = 3 并 记 (7) 一 UC). 


t= 


在 贺 环 nE l S27, 上 且 在 (7) 外 存在 图 周 |z| — Ris 对 
此 贺 罗 上 的 任意 点 x 有 


1 3r; + R; 1 
log —— e 5 H (ar -) 
“fs) a) — 3r; — R ”一 ar 


nirp iama) 


Gri — Brz 
+ 之 log | 3rjCz — bya) 


) + nl3ris f= ee)iog5zri 


< 5m (374s = 


1 1 
+ log -一 一 一 © 5 (3 js 一 一) 
KE J yo Sea | ry f- a, 
1 


1) H a, = co HY, WR I Cx). 


e232" 


Wa 


log — 
HERE 
* ` 4 1 
is = E op: > 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
BE Elo 9 < 2e oat TR = 
> Tm (Ri = - 站 (71.7) 
L CE% 表示 它 关 于 [0, 2x) 的 余 集 , 则 由 (C7,1.6) 与 (7.1.7) 有 


1 1 


m (Ri 二 二) 2x z hz HET 


1 1 
+ 二 | lgt —— + gd 
2x ER E RRE — al 


< İKT (4r, tl ) mesEX + + m (R 1 \. 
Zn f 2 f— a, 


一 f, 


即 


Je T(r, l ) mess 
f— a, 


r= 1,2, p) °° (7.1.8) 
当 i 充分 大 时 ,一 方面 由 假设 Bays HÐ = ð, = 6; 有 l 


1 8, 3, Boys. 
m (gi f 一 一 ) > 2 T (Rp f) = Trp > 4 Ur: 


(7.1.9) 
另 一 方面 由 
T (4745 7 Ł-) = T4rjsf 一 a) + log Tit Dat 
E T(4ris f) + log*|a,| + log TOETS] + fog 2? 
(vy = 1,23+++5 p)> 
2) 4 0} = 2 IN. REL toga Ons s 其 中 Ca 为 C2 HE 


.原点 Taylor 展 式 由 的 第 一 个 非 震 系数 . 
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并 结合 精确 级 的 性 质 可 知 


T (tris j 4 =) < Ur << eu) 
(v = 1,2, ap) (7.1.10) 
于 是 | | 
mesE% > ECS, ps 4) = ow > 0 
+ log 25 pe qati 
aera 


Co = 1, 2 p) (7.1.11) 
MFRS E ANE? A 


1 1 1 
1 > R ) 
Fike) — al 2 m (Ris Fl 


8, 
me Uri) > ou UCRi). 
Wl ERC En SIERE. 

31 7.2. i (=) 于 开平 面 亚 纯 ， 级 2 为 有 穷 正 数 。， 又 没 
Barg: = qi, Bp arge = Ppr ÙS gp < Pr 2m +o, SHR 
发 出 的 两 条 半 直 线 ， 在 第 域 p < arg: <p ARGH Ke) 的 
Borel 方向 。 著 存在 一 列 正 数 Ri, lim Ri ~ co 以 及 一 复数 m (有 


穷 或 否 }， 使 得 对 于 性 意 正 数 8 4 FES AN CIB dj:{Rjer: 
P 过 四 过:] 上 适合 不 等 式 | 


log 1 > R" Fi as 00, 


| 民有 ie) — ag] 
log | ICR] > RI E n= 
WAP MRR Ej;, 测 度 大 于 正 数 KECRRRAT 2) WSFA 
的 正 数 Kr 与 充分 小 的 正 数 s, 可 得 一 ia oe Li > jo) an 
FER: 
C1) L;i 位 于 区 域 pı + 8a S arge < pi 一 8a, R; IS [2| 


s 2344 


(7.1.12) 


rm 


< R; Eo 其 端点 分 别 为 Rye te? 与 Reap ga < a; < 9a), 
FARE 4, 上 的 点 而 不 属于 Li 者 , 其 轻 秀 了 的 入 构 成 集合 , 测 
度 小 于 Ka BE 
mes{ p: Re € A; — Li} < Ks. (7.1.13) 
《2》 对 于 任意 小 的 正 数 9， 当 了 充分 大 以 及 z€ L 时 有 不 
等 式 


ee  . be a 
HORTS ZR 当 m~ oo, 
(7.1.14) 
log | f(2) | > RY" egg = oo 
iE. FOIE m = 00 ANNEE Woe 即 可 . 


取 oaz Lm min€K,, K). ÆR Gipi + Ba arg: < pz 
一 se 上 上 使 
log [fC Rye’) | > R" (7.1.15) 
成 立 的 值 Pp 构 成 集合 Ej 有 mesE; > 5 


我 们 将 区 域 G 分 为 N= (=| +i 等 分 Go 一 2,.…， 


N)， 每 个 G, 的 开 度 不 超过 2c。 其 中 至 少 存 在 一 个 小 角 焉 Gino 
使 得 Gin PIE 的 入? ARRA Ein 有 


mesE jy, = 


> Kis “kk 
2N a wy) 

由 于 Bi 与 B 之 间 不 含有 fle) Bored 方向 ， ,于 是 由 定理 
3.10 可 以 找到 三 个 互相 涧 别 的 复数 é(i=1,2,3) Br.o<r 
<2, 使 当 + 充 分 大 时 有 
Si aiCle] < IN + a Sarge <2 — a), f= Bi} <r 

id 


a ` 
N= D alel << + SERAN Cp + a Sarge < p — @), 


ind 


1243+ 


f= Bh tae] SO + 6ER) NC + a 
<= arga < p; — a), f = œ} 
尖子 充分 大 时 显然 W< RP 


， fK o 1 
h = (È. K = 一 Uy? 
Ey min 8” Bw ta) 1) ` mesE jn ERIR 


《jz| = CL + 6o)R; N Cp + o & age Sp, — a) 


上 ;以 f(z) 的 每 个 P(t = 1，2s DBR SRAM B i bA 


A 
w+ 1 
SYR KS tkic (ry). SBlel = Ri 在 6 内 的 部 分 ， 
BUS (7), PRBS, MA Cr); fle) S Ri ARDS 
BRZ KERE La 当 了 充分 大 时 L 位 于 区 域 
Co. + 8a Sarge S pi ~ 8a} CR; —~1S [el ERDE. MAF 


PRIMED AR <A < ? 所 以 必定 存在 m, 80 a; < 9a, 使 


Rye"? 与 Rie 均 位 于 除外 贺 (Y); 外 ， 同 时 集 4g Li 内 
的 点 亿 于 角 域 mp arge < py + 9a BR p2— Io < arge < pi 或 除 
SEC); 内 ;也 以 当 了 充分 大 时 
mesį p: Rye? E 4, — Lj} <4 + 18a < Ka 
Ae FRU S BBA ROSS C2) 点 ， 命 Gi, 的 平分 角 线 与 
[zl = R; 的 次 点 为 zle 与 以 下 的 zo 22 WS 1 有关, 为 简化 符 
号 将 下 标 i 省 略 ), 则 在 图 说:]z 一 wo] RoR, AFE Ly 上 必 存 


log FCD] > RI”, 
车 T; AB L; ERD E38 4S Fir 风 


SaR; + eR; 


Ry = 
log I )| Jak; 一 2aR; 


m(3aR;, z» f) 


log GaR;) — (Pr — aer — e) 
+5] FaR (8; — z) 


< 5m(3aRjs 225 f) + 2(3eRj, 2 f) 


236+ 


x {log 1 + log bak, << Ce log ROT eR, Zr iar 
其 中 性 为 依赖 于 Ay @ Kis Ky 的 常数 ， 
应 用 引 理 6.6, 当 j 弃 分 大 时 有 
7 {6 | & — Bs 
TideR;, 2257) < Tl 4akR;, 225 . 
C ' h) ( "2 f — 8s aa) 
+ log [f€z2) — Al + ¢ 


<£ (> n(5aRj, zif = br) + 1) 
i=1 


| (R; + (> n(5aRj, zs f = 8) +1) 
x | es _ pea ; 


A 


+ log (5aR,) + 104 + logt 


ep 3 | 
Ha) — Bs 
+ log |e) — 9] +c. 
Ba 
a(5aRjs #23 = 35 
Safiel = C1 + 60)R))) Co, + oS args & pi — a), f= Fi} 
<i (1 + be) Rj, 
RAE 
RY < log |fCz1)] 
< C log RiCR}log R; + Zlogt lf{(2.1). 
于 是 当 7 充分 大 时 有 
log |} | > RE, 
在 G 内 使 T; 的 贺 心 保持 在 圆周 le] = R; bo MREZA 
To Biko Hh, BSR 2N 次 ,得 到 总 数 不 超 过 2N 的 圆 组 
成 的 圆 链 , 复 盖 了 曲线 段 工 ， 则 如 上 逐次 递 推 后 可 知 , 对 于 L: 上 
HEA 1 充分 大 时 有 
log FCD | > RIONED > RP, {7.1.16) 
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57.2. WAR AM SIAM Borel FERAM 


7.2.1. 主要 结果 


在 $6.1 电 我 们 已 经 看 和 型 、 对 于 有 穷 正 级 亚 印 琢 数 fe, E 
Borel 方向 与 单位 贺 周 的 交点 构成 非 空 、 闭 浊 ,此 外 就 不 再 服从 任 
何其 他 规律 。 但 是 当 te) 具有 亏 值 时 情形 就 很 不 相同 了 ，, 杨 乐 ， 
Er FORRES FRR, 

定理 7.2 设 (OFA EM. RAHABERM. Aled ih 
al A ARB SM OK Borel 方向 多 于 一 条 时 : 必 存 在 


两 条 Bod 方向 , AXARI Tä fiz) 仅 有 一 条 Bord 方向 
时 ， 必 有 4 到: 


<b 
2° 
E. Reid m = co BMLESSRS—+—. 
oe 
E Fe) 有 无 穷 条 Borel jr IRRE) MANED 
一 条 极限 方向 ， 因而 对 于 任意 e>t, 存在 两 条 Borel 方向 ， HK 
角 不 超过 se。 这 时 定理 的 结论 显然 成 立 . 
E f(z) 有 gl 二 4 < co) 条 Borel 方向 ,根据 引 理 7.1 存在 
两 条 相 邻 的 方向 县 oo 下属 = Prga Bryer MES = Puyt 与 一 列 正 
KR, 使 得 对 于 每 个 充分 天 的 j, 适 合 关系 式 
log /CRie 9)] > Hee UCR) C21) 
与 
Ping = PS Paget 
He ARORA RMEAT 二 KC8, 1， 2)， 再 应 用 引 理 7.2， 
在 在 一 列 虹 线 肌 Li, 泛 合 该 引 湿 记述 的 结论， 


0 这 于 多 一 列 正 数 实际 上 是 引 吾 7， 1 的 正 数 序 列 CR)) 的 于 序列 ,为 使 符 弛 简化 的 
WARI. 
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倘若 Bmg 与 Bag 的 夹 角 不 超过 一 ， Whore BE ies 经 UR 
立 。 车 其 夹 角 大 于 - 村 * 我 们 将 由 此 引发 导致 矛盾 . 
不 处 证 P mgt 二 — Prag Pang > 0); Rl at 


Smt Pings 


+ 


v= se 2 


MLA RAR. MS DRIER æ e 
Pmt 一 Pm, T 20 > = 


ae z 
Pa tt — a= 37 Rj a > TT 


再 取 数 bleak, H f(b) 00, (FER 


tat 
ea, (7.2.2) 
gt + ok 


EHAR Dipm to 过 argz < Ong — a PROBE] <1. 
OL, 上 任意 点 为 “， 其 像 点 上 应 适合 


g 
| Jalie — 3 | 
jz] re Ti 
|s| e*t +2 
: Ra p 
| 4)s| "Bt cos = i 
{= s| 一 ud 
| jz É+ 2te irene 


HEP E post — E Omg ~ am RZ — Le ), 出 


1 1 7 r 
4 js8ksin | o 
lefi —--— 


(lzi? + y 
= i 一 lel Fain Zo 
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1 一 一 js *sin—a 
2 
MKA 
<1- sin ke Pas 
2 
Rt 
了 了 
L sin p" 3 
r= 1 一 一 一 R,*, (7.2.3) 
2 
L; 在 变换 (7.2.2) 下 的 象 i eT (oly 内。 
(7.2.2 NER 
= p (LAEV 
z= b (3 T 


H) = fE). BF Bm 与 Baa SREE fle) AY Borel 
方向 ,根据 定理 3.10 存在 三 个 互相 判别 的 复数 B.C» = 1,2, 3) 以 
及 数 C0 之 ?+ 之 1); 当 民 充分 大 时 (ERE DCR):(lz| S R) 
N (Gg +a = arga < Py tl 一 a yA 
3 
之 n{ DCR), f= 6,}) < Rr 
可 以 选取 rt 使 满足 1 <hr < ki, 


2 
当 上 | s r Bt |e] < 因此 


Dll rg = 6) < 


r=] 


Sapori) rajeg. 


vol 


XFER e > 0 HA 


f >, aCr, g = BCL — rt gy < 00, 


-'opoy 


注意 At > 1, 由 


= 240 « 


Ge —1 + ef D NCG 8 = 1 — eas 


3 
es (1 rg tte > NCros g = BY) — (1 — recite 


+51 


x SINC, g ~ Be) +| Si alts g = 8,) 


r 
Foued 


x (1 — gett B 
F] 


有 
fs Nees g = BC — ryder < 00, 
再 由 R. Nevanlinna 第 二 基本 定理 可 知 ， 
| Tlrs eH — dr < co。 "C7.24) 
PEIL <1 A O 的 级 不 得 超过 krl. 
另 一 上 方面 置 


i+ 1 一 ”| 
m= n( itt, gc), i= Tt, 


以 gC5) 在 Ig] < 的 每 个 极点 为 图 心 ,以 二 和 为 半径 


作 除 外 图 C7， 其 半径 总 和 小 于 4, 
在 上 LURER hE: 与 以 下 的 如 BBR j 为 了 简化 
符号 ,将 下 标 了 ER RETO, RRE, L; HRA 


F F 
HP mg tpo Kemr P 


Rje Rje 
人 在 变 换 (7.2.2》 下 的 象 点 分 别 为 六 5， 则 
1 bl = |~—28 Bi ee) 


1 


2 rai, Png tl | matite; 
REAR b \e A te Eo: 


一 - # 
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4 8 一 
4R Et cos R k 
` k 


i 
> > A, 7.2.5 
(RÈ + bry? ' ‘ 7 
对 于 点 b 应 用 Poisson-jensen 公式 
1+ ri 4 
ry i 
log e(Z.)| < 2 m(n, g) 
E+ r; 2 
一 二 r 
2 
Sat) = ay 
~ 一 bahal 
+ 3) tog |S 2 i 4 m (LE, g) 
X it “ifr b,) 1 — Fj 2 
f 
+ (Ltr, = co }Io 2N; +D, 
“2 Ay 
其 中 


为 ete ll 所 十 于 上 的 极点 ， 计 及 


itr ) 4 ‘3+ ri 
al- A = w j — = 
( yo 8 i TU 2) 


~~ Fy \ 
与 了 充分 大 时 :对 于 e> 0 有 


% <a {(lel<s 


4k 
aay) en + a & atgz 
_ d= L 
<= P oge b i co} < Ci — +, ere? 
当 了 充分 太 时 有 有 
log 18 人 | < 六 c 
一 


但 由 (7.2.1) 
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| don 一 
log lelt)! > Rj |= _ ri) 


{ 7 kn) 
3 


于 是 有 


: Aa—lewk 
rea dae J oan 


Tfi log 上 
1 一 ri 


RIZE LS) 天 1 内 ,Et 的 级 不 低 于 A l. 
RUE kr — 1 >k l1, rei, 5At r <i. Me. 这 


样 便 证 明了 Bm 与 Bm 的 夹 角 不 超过 本 


最 后 当 (=) RA —® Borel 方向 Barg: = 9 (0S pi 2x) 
ht Raid oO =e. HAS So Ms BEAT wee E i> =i 
EMR large) < = — a 内 考虑 ， 置 < 一 a。 一 全 By a 充分 小 ,使 
hr > =, 完全 类 似 以 上 的 证 明 , 便 可 推 得 矛盾 ， 于 是 定理 得 证 . 


7.2.2. 讨论 


由 定理 7.2 立即 有 
Rm. i oO 为 于 开平 面 亚 印 的 有 穷 正 级 函数 , 且 具 有 一 个 乞 


E. ERAF o 则 其 Borel 方向 至 少 有 了 两 条 。 且 在 这 些 方向 
中 存在 两 条 , KAREI Z. 
从 这 个 系 也 可 以 推出 定理 7.2。 因 此 定理 7.2 与 系 是 等 价 的 ， 
上 述 系 包 省 本 G. Valiron 与 M. L. Cartwright 的 下 述 结 果 : 
若 有 穷 正 级 整 函数 1) 的 级 4 大 于 +> MSE Borel 方向 至 


DIR. 
定理 7.2 PRM io) 有 一 个 亏 值 的 条 件 可 以 替换 为 f(x) 有 
一 个 Borel 例外 外. 
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定理 7.3.08 >) 于 开平 面 亚 纯 ， 其 级 1 为 有 穷 正 数 , 著 1C) 
LARA so〔〈 有 穷 或 否 ) 为 Borel 例外 值 , 则 定理 ?7.2 结 论 也 成 辽 。 
事实 上 ,定理 7.2 假定 了 (OW a 为 亏 值 ,只 是 由 于 应 用 了 
引 理 7.1, 而 引 理 7.1 的 证 明 仅 在 C7.1.9) 中 用 了 这 个 条 件 . 当 f(z) 
以 ao 为 Borel PAMER Aper a = 0。 这 时 在 引 理 7.1 的 证 
明 中 代替 (7.1.9) 作 加 下 考虑 . 

当 7 充分 大 时 存在 crai iE 


NCR; f) < R5 < nj) < UG). 


+ 


TOR AST NS > UCh 


m(Ri, f) > = UCr,). (7.2.8) 


于 是 证 明 林 如 引 理 7.1 和 定理 7.2 的 推理 进行 ， 

定理 7.2 与 7.3 HOR fe) 有 一 亏 值 或 Borel 例外 值 的 假定 
可 易 为 其 导数 f(s) 有 一 写 值 或 Borel HIME. 

定理 7.4. 没 He) 于 开平 面 亚 纯 , 其 级 1 为 有 穷 正 数 . E 
(为 任意 给 定 的 正 整 数 ) 以 某 值 eg 有 穷 或 否 ) 为 亏 值 吉 Borl A 
外 值 : 则 定理 7.2 结论 成 立 . 

关于 定理 7.4 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 杨 乐 , 张 广 厚 中 
的 原文 


$73. 亚 纯 国 数 的 亏 值 总 数 与 Borel 方向 总 数 


7.3.1. 亏 值 总 数 与 Borel 方向 总 数 


在 定理 1.9 里 ， 我 们 已 经 看 到 对 于 开平 面 上 的 超越 亚 缉 画 数 
(2?) ,其 亏 值 是 可 数 的 ,并且 亏 最 总 和 至 大 为 2. R. Nevanlinna Œ 
立 了 这 个 基本 定理 后 ， 他 和 很 多 学 者 都 注意 到 是 否 对 亚 纯 函数 附 
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加 了 某 些 条 件 能 够 使 其 亏 慎 数目 是 有 限 的 ,并 且 给 出 上 界 的 估计 . 
例如 。R- Nevanlinna™ HAMA SRNR, ROK 
ASN. fMRI A SOLER EAN Denjoy WM EH 
是 否 级 为 40 <1 < ce) 的 整 函数 的 有 穷 亏 值 总 数 不 超过 22, 

围绕 着 亏 值 数 目 有 很 多 研究 工作 。 Bo. A. Pfluger 证 明 
T: @U<coPeRRM ASR 2 WEBER A+ Its 
fa. HA» G. Valiron 证 有 明了 零 级 亚 纯 函数 至 多 只 有 一 个 亏 值 . 
而 A. A. Tonpa6epr’™ 则 构造 了 共有 无 穷 个 亏 值 物 有 穷 级 亚 纯 户 
数 的 例子 ,这 就 说 明了 仅 用 亚 纯 函数 的 级 ( 即 范 数 的 增长 性 ), 不 可 
能 界 图 其 亏 值 总 数 . 

六 十 年 代 初 ， 上，Edrei 与 W. H, J. Fuchs" 研究 了 一 类 特 
殊 的 亚 纯 函数 的 亏 值 总 数 ， 这 类 函数 的 霍 点 与 极点 露 服 从 某 些 限 
制 。 此 和 姑 , 他 们 在 关于 亏 量 关系 的 研究 中 ,也 曾 得 到 其 他 特殊 情况 
下 亚 纯 函数 的 亏 值 总 数 的 结果 ，1966 年 , H. Y. apakeman 证 明 
了 存在 级 等 于 1G 为 大 于 172 的 任意 数 ) 的 整 函数 ,具有 无 穷 个 
Sif. 这 就 否定 了 上 述 R. Nevanlinna 的 猜测 ， 1969 4, A. 
Weisman 把 A. Pfluger OS BH Sa. TERA 
Be a LIES REI FRSA. Win A. Edrei, BSR 
Ea, 

这 里 ,我 们 着 重 介绍 朋 穷 正 级 亚 纯 函数 的 亏 民 数目 与 Boret 方 
向 数目 闻 的 联系 ( 杨 乐 与 张 广 厚 中 》. 

定理 7.5. 设 (OFM. Basa B ERM, Biz fz) 
的 专 值 总 数 为 加 fC) BY Borel 方向 总 数 为 gs W p< 9， 

证 .根据 定理 3.8, 有 穷 正 级 的 亚 纯 图 数 至 少 存在 一 条 Borel 方 
向 ,因此 gl, 

当 g= o 时 ,定理 结论 显然 成 立 . 

4lag< co 时 ,如果 定 理 结论 不 成 立 , 凤 pp 宇 49 十 1， 我 
们 洗 由 此 出 发 导 殊 矛盾. 

FON eh SPER 4 十 1 个 , 记 为 

ef 一 1， 2ta g + 1); BC ays P) =6,> 0, 
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ð= min p 
lave +3 


EH ERE” = l; 2,---, q 十 [8A 25 RS EME F 


RERE Mo) 而 震感 函数 Won 《am RE IORS) R 


BR f(a) & Wr Se ERA}, Borel 方向 总 数 也 相同 ， FE 
一 去 fos Bee 


f(z} 一 

id Koa 条 Borel 方向 为 Bat argz = Palm = 1, 2,°--, 
gy OE p copies ops E Iwi Papy = 2e + gi), E itr) 
为 IAA, UC) = n, BSB TIO 和 9 十 1 
个 亏 值 a(o = l, 2 ,9 十 1); 可 得 一 贯 正 数 Ri， 


lim Ry = 9, 


jos 


当 i 充分 大 时 (以 下 所 有 的 讨论 都 在 i KD AIMEE. RBH 
We 
-UCR;) 


| 
Rey > 
(1,2... g +1) (7.3.1) 

成 立 的 什 p00 Sp < le 构成 的 集合 FE, HE 
， mesEis > KC8, g+l, a) (vu = l, 231e, q+ 1). (7.3.2) 


Tit 


5 十 log 2364 + le geen 
log -+ } 
3 


K€i.g + 1,a)= 


FRE HAR Pm < ABE C pun(m = l, Za g) 中 至 
少 有 一 个 ， 例如 Gi Øm, = 让 三 = Pmt 以 及 R; ROS Be al Ras 
MGM AV fe: lel = Rap vn <arge < gm 上 适合 关系 式 


1 
log - HR esy] > ei UCR) > Rit Ce > 0) (7.3.3) 


的 器 的 值 构成 集合 s WEKT = K(é; gtl, a). 
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对 于 (C2) ,其 亏 值 es f(z) 相 令 的 两 条 Borel 方向 
B m ates = Pinas Bm ti: ABS = Pae tid 


数列 Ra 以 及 正常 数 
Ky = Kı = = KC, q + 1,4) 


应 用 引 理 7.2, 则 对 于 充分 小 的 任意 正 数 oo, BFS — PER Lp, 
对 于 任意 正 数 p LY) 上 所 有 的 点 = 都 适合 不 等 式 
t 


log 一 一 一 一 一 一 全 Ri, 7.34 
al A (734) 


并 且 mes{p: Rpt E AW — LIP} < 加 K(8,q +152). 


取 d= la, 一 ay], 当 了 充分 大 时 可 使 


min 
Tawka 


一 — d 
marfe- t, e Ry < 3° 


FRM Ly 上 的 点 = 必 不 能 满足 不 等 式 


log > Ri s= 2, 3 十 1) 7.3.5) 


1 
HOREN 
事实 上 , 若 点 ee LY 2,02 Sm Sq +t 1 送 合 不 等 式 (7.3.5)s 
则 与 (7.3.4) 相 结合 ETIT ERAR 
dam a) & la mf | + |) 一 人 | 

at eal? eal <td, 


Fie te Im G1 内 ,使 不 等 式 


i _ 
log —-—___—_— Re 3.6 
8 [fC Rye") 一 a] 5 (7.3.6) 


成 立 的 点 z= Rye’? 应 含 于 集 AD LP OA, Mia BH 
《7.3.6) 成 立 的 值 plo < p < op )ARRA.ME EDF 

1 

q Be q +i, 2). 
但 是 Ry BR, BALIRE 73.1) 与 (7.3.2), 使 (7.3.6) 成 立 的 
值 pt0 所 三 2x) 构成 集合 ;其 测度 应 大 于 KK(8, g 十 1, 424). 
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因此 在 开平 面 验 去 G 后 所 余下 的 9 一 1 个 角 域 
Pin Saree E Pmp m = l, 2, "1 mo — l,m +15 ¢°',4) 
9; 至 少 有 一 个 ,例如 Cr Pm, << atgz < Patli 以 及 Ra 的 子 序 列 
Ros MB AP [Rp P on, TPE gpm+1} 上 适合 关系 式 
1 8 


(Ra) > Ra” 7.3. 
Rey cal 7 pee VR = (7.3.7) 


log 


的 的 值 构成 集合 , 测度 天 于 = K(8,q +1,4). 
对 于 f(a) ESE an (ORB Bored 方向 


再 :at 名 4 一 中 mm Brtl: Ag = Puhia 
数列 Rp 以 及 正 的 常数 
K =K = = KO, gt+1,2)s 


应 用 引 理 7.2 则 对 于 充分 小 的 任意 正 数 o 可 得 一 列 曲 线段 LP 
对 于 任意 正 数 p LP 上 所 有 的 点 < 都 适合 不 等 式 


i 1— 
log 一 一 -一 一 一 一 > Ra”. (7.3.3) 
f(z) — ai ” .一 


并 且 
mef p: Rp E AP — LPJ E + K8, 4 +1,4). 


META IRE LP 上 所 有 的 点 = 必 不 能 满足 不 等 式 


log > RI G= 1,3, taea HID (7.3.9) 


1T 
a TD al 
于 是 在 Gly = 1, 2) 内 使 


1 
log ———-- ————. >> Ri" 7.3.10 
5 TR) a (7:3-10 


RUA = Rae? ATEA LPA MER SAC 3.10) 
BIH Pa, < 9 < Pe) 构成 的 集合 ,测度 小 于 


= KG. g +1,2) @=1;2). 


«2486 


但 是 Rp 是 R; 的 子 序 列 ,根据 (7.3.17 与 (7.3.2)。 使 (7.3.10) 成 立 
WH pO S p < 2=) 构 成 的 集合 ,其 测度 大 于 KO, g 十 1,2). 

国 此 在 开平 面 除去 GO 一 1, 2) 后 所 余下 的 9 一 2 TAR 
Pm C ABE C Palm Asm, mA, LEDA —A, Glin Gr A 
有 类 似 的 性 质 . 

如 此 继续 下 去 , 则 对 于 8 个 亏 值 stv = 1.2, -…'， 9), WE 
HRA I PER G,: ps, € gE <p, lv = 1,2,.……, 4) BA 
相交 ，、 对 于 每 个 G,， 有 一 列 数 Ro EE Ra 是 Ri 的 于 序列 ， 
Rive =l, 2, 9 一 DÆ Ris 的 子 序 列 ， 以 及 相应 的 一 列 曲 
线段 LP, ESITTEEN p LY 上 所 有 的 点 * 适合 不 等 式 


log es ey > Rs (7.3.11) 


而 让 能 适合 不 等 式 
iog- 1 
Le — a,l 


Ça = 1,2, 7 一 1 7 十 1 -9 十 1)， (7.312) 


> Ri 


并 且 


meso: Rye? E AP — LY) < 7k, g+1,a). 


于 此 : AY RMR {Rjpe Pn, <P < Pari}. 
从 而 在 G» =1,2,-+-, 9) 内 使 
1 
|#CRyge??) — agar! 
AE P 构成 集合 ; 其 测度 < mele: Rute AR — LY) 
<7 KC, 4 十 1， 2), 


log > Ry (7.3.13) 


由 于 4 条 Borel 方向 B。:argz = Palm = 1,2, ++, 9) 只 能 
WR MERCI ta Po < age < Pm DERE, AE 
Lae G, = 1, 2,7, q) 分 别 与 上 述 g 个 角 中 的 一 个 重合 ， 
MU 
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¢ q 
f G, By, 
(Y &)UCU Be ) 
FATF. 因此 使 747.3.13) 成 立 的 值 p00 < 四 过 22) 构成 的 
集合 ,其 调度 


< $` mes{p; Rige € AQ — LY) AK, qtia). 


但 是 Ris 是 R; 的 于 序列 , 报 所 (7.3.1) 与 (7.3.2) 使 (7.3.13) 成 
次 的 值 pO Sp 二 29) 构成 的 集合 的 测度 应 大 于 Kt6, gtl). 
这 样 侄 推 得 矛盾 。 e Igal 的 假定 不 能 成 立 ， 定理 北 得 证 . 


7.3.2. 补充 


定理 7.5 HEREA p Sg 技 照 下 述 意义 是 准确 的 ， 竺 给 
整数 0 FEA BERT AA fe), SME 和 Borel 方 
向 数 且 a 都 等 于 s。 即 这 时 定理 7.5 结论 中 的 等 号 成 立 . 

事实 上 ;, 当 # 一 HK 


ft) = JI 0 一 =) (7.3.14) 


便 符合 要 求 。 这 时 类 似 于 以 下 引 理 8.9 的 计算 ,对 于 任意 正 数 s 
在 < arge <i 2x 一 & 内 有 


e—a) +o€r?), (7.3.15) 


log [fCre#)| = (cos 


于 是 f(a) 的 级 为 172。 拷 四 是 整 函 数 , 它 以 o 为 亏 值 . 根据 引 理 
7157315) (OABRARAASTEA. Mp 1， 根 据 定 
理 3.8， fz) 至 少 有 一 条 Borel 方向 但 是 (7.3.15) 式 说 明了 fed 
TEELE Bord HA. 即 9 一 1. HR p= 二 49 二 1. 
当 8 一 2 hoe 就 提供 了 这 样 的 例子 。 它 的 级 为 L 具有 两 
个 亏 值 0 和 oo ,两 条 Borel WHE. 故 p 一 4 二 2. 
= Eb A EAS 


a 750 >» 


> (7.3.16) 


其中 


nÊ) _ i z > (—1)tznett 


+ 1 了 
n"e” e=0 wear (t +g +1) 
wR 


„E-go 


1 _ yf 
zs, 2 
kS 好 : r 


可 以 证 明 f(z) 的 级 为 Z, Ko Bea 个 亏 值 OP = 0, 
toertsHr— 1), W p= n flo he # & Borel 方向 


arga = SAT (p= 0,1,--:,2—1), 
Ht 


即 g=n, Mit 8 一 4 一 *。 证 明 这 些 事实 时 要 用 到 一 些 渐 近 展 
式 , 这 里 我 们 就 不 作 具 体 演 算 了 . 

对 于 级 较 高 的 有 穷 级 亚 纯 函数 ,可 以 获得 比较 精密 的 结 吴 . 

定理 ?7.6. 设 f(z 于 开平 面 亚 纯 ,级 1 为 有 穷 正 数 ， 记 HOY 
却 值 总 数 为 psf (2) 的 Borel 方向 总 数 为 9 2 > FSi 
peq-i, 

证 . 当 9 = oo 时 定理 结论 显然 成 立 - 

当 g< co 时 如 果 定 理 结论 不 成 立 , 见 pg 一 1. 在 fe) 
的 乞 值 中 任 取 了 个 , 记 为 ak 一 1,2.… 9); Can p > 0, B 
5 ~ min 5(ov， f) 《如同 定理 75, 无 妨 假 定 a HAARE) LE 
EDRI & Borel 方向 为 Biargz = Paim = 1,2, -++, g,05 
P< pr << pg E a; Par ™ 2 + pid. 

类 似 定 理 7.5 证 明 中 的 推理 ,相应 于 《4 ASE a, RAIE 
不 相交 的 角 域 Gy:@w, € args < Po = Ly Zs ttes g). 对 于 
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每 个 6,, 有 一 列 趋 于 % 的 正 数 Ri， 以 及 相应 的 一 列 盟 线 段 LP, 
话 合 引 理 7.2 的 结论 。 如 同 定理 7.2 的 证 明 可 知 G, 的 开 度 不 超过 


yA 


mw 
Portl — Pm, ST G = l, 2, +¢s gh 


a 

2 x . 
> Pml T Pan Eq Fi <p > < Der, 
v=] 


但 是 开平 面 为 ?条 Borel 方向 Balm = 1, 2，…，9) 恰 巧 分 
为 由 个 角 域 G(r 一 l, Zarra g) AART 


之 ， CP, 4 ~™ Pm,) = 2, 
这 个 互相 矛盾 的 事实 便 证 明了 >? 决 不 能 大 于 4 一 1. 


§ 7.4. ERRI SELER Borel 
方 间 总 数 以 及 级 的 关系 


7.4.1. 凡 个 引 理 


为 了 对 整 函数 获得 进一步 的 结果 ， 我 们 必须 建立 几 个 引 理 2. 
KIRE ?7.3. 设 了 (和) 为 400 二 2< oo) 级 整 通 数 ， ACY) ASIN 
一 精确 级 , 置 U(r) = r, Ve 
Bi:args 一 pis Ba:argz = p0 S pi < p S le PY 
为 两 条 由 原点 发 出 的 半 直 线 ， 在 外 域 pi 二 arge < gp 内 不 含有 
fe} AY Borel 方 疝 . 若 存 在 有 穷 复数 a. ER LLR—WIER Rj 
lim R; = 2 EEM A Repa pap 上 适合 不 等 式 
log | IC R;e'®) 一 al < —yUCR;) £7.41) 
WP MRA RG Ep 其 测度 大 于 正 数 天 《不 依赖 于 从; 则 对 于 
1) 关于 57.4.， 注 参 阅 杨 乐 KOR, 
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充分 小 的 正 数 e 和 大 于 1 的 正 数 0, O< ju i 充分 大 时 在 区 
R D,:(Ei< Jel < OR, jn(p + 10a < arge < pa Wa E 


log [FC 一 aol < — 9 [CR) (7.4.2) 


AE 
log |f Ca) ] < i 二 CR) 
2 aN NY 
{4 (5 + 4 log =) 
+ toe {(22)) Cem b2)» (743) 
其 中 
Ni 一 [| +1, M= [Pe D] +40, 
= K 
a= 800 2¢ + 1x 4a)" (7-44) 
zk. Roe, 使 
0 =< a< min (£, #1), | 


在 区 域 G: pi 十 8a & argz S qz 一 8g 上 适合 不 等 式 47.4.17 的 里 
值 构成 集合 的 测度 大 于 站 ， 将 G 分 为 Ni 一 | 三 | + 1 个 相等 的 
小 角 域 G, = ], 2,---, Ni), 每 个 _G。 的 开 度 不 超过 20. HF 
每 个 了 存在 w= voli)» 使 得 Gs。 内 适合 (7.4.1) 式 的 名 值 构 成 集 


合 的 测 座 大 于 E = GTS r 
i 三 


由 地 Bi 与 B 之 间 不 澡 有 PGI Bored 方向 ， 于 是 根据 定 
理 3.10 EAP SRAM RRR AOUS 1, HRT Sr 
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<2 使 当 + 充分 大 时 有 
Diel SN Cp + a Sarge Sp, ejf S ber. 
P=1 


记 
1 


n= > anile] <(1 + be) RDN Cp: + as arge = 


Paf =h} + efla] = + Go)RIN 
Cp + oS age S pr o,f = ajo 
K 
80f2e +1} ta)’ 
TER Cle] S Ci + 6a) RN Cp, + aS arge € p — a) HY 
Fe) = B= 1,2) 与 FQ) 一 ao TEAM BE, -TEE A 
为 半径 作 普 通 除 外 加 ,这 些 贺 的 总 和 记 为 C7). 
f G, 的 平分 线 与 fel = R; 的 人 交点 为 ma， 记 T, 4A 
le 一 al] oR 
位 于 了 ABE Cr) SEE ROG zs PER 
z= zz 十 SoRit. (7.4.5) 
这 时 f(z) = f(a, + SaR) = FCC) BRAMA Cr): 在 去 平面 的 象 
记 作 Cr) 
在 加 lei = -办 ， FC) 一 da 的 零点 为 FAC = l; 25 nhs 


志 Boutroux-Cartan 定 E 有 


IL ls =g] >, 


至 多 除去 m 个 小 圆 Or). 其 半径 总 有 | 水 超 过 2c5,， (r) EEM 
(7.4.5) 下 的 原 象 记 为 C7) 
HF (7) Sr). 的 二 径 总 和 不 超过 
ak’ 
Sm +a) 


L0AGR, + 4eh + 50R, = 


Res 


= 2546 


而 在 Gu AEC 


74 .成 立 的 点 集 具有 测度 大 于 Je 


R; Prkl 


在 T; 内 存在 点 sa 位 于 ean 5 (1), 外 : 且 使 (47.4.17 成 立 . ZE E 
换 (7.4.5) 下 ，z RIES ta 则 Es! <i, b ETF) 与 


Cr): $b 
log | FCE 一 al 一 gU R; 


应 用 Peisson-Jensen 公式 刚 


] 
log 一 一 一 一 一 一 一 = 
iF(Za) — ao! 


2 
5 
3 
5 
3? 
5] — Bits 


3 
z (a — 8) 


+ >) los 


2 
A 


<= 5m (3, F +) 


< (5+ 4log2)r 
(5 + tosg 


3 1 
十 ( T> -) log 
* 5 F 一 fy 


4 i 


5” F 一 =) 


-H 


FE 


ym (+, Je REIS] 


` F — äg 


66, 取 R=1 Hi 
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<c (S30, P= 2) +1) 


fel 


3 


(2 a(l, F= h) 十 1) 
X 1 log 一 一 一 一 十 logl10 


ay + 1 | 


I 
+ Ylogt ——! +D. 
| FCU) — ao} 


于 此 吕 为 依赖 于 aqs Èis bz 的 常数 ， 
由 于 


3 FJ 


Dy mls F = pi) = X nlle — z < SaR; f = pi) 


i=1 i=1 


7 
bas > {Clef (1 + 6a)R Nlp +a atga <& 
7=1 


Pı — a), f =F} < C1 + 6a) Rj Ci > t0)s 
m Rit Cj >f) 
THe PFDA A 


c (> al, F = &,) + 1) 


f=1 


me 


| (2 aC, F= a) +0) | 
x log Mt 一 一 一 十 log 105 +D 
ni 十 1 | j 
一 T -UCR,). (7.4.6) 


f 2 AIN +N, 
4 二. 
(5 + 4 lop F ) 
从 而 
7 2 1 
T UCR; <2(5+41 2) 一 一 一 一 -。 
2 i) E a) ETEO — ml 
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BH 


1 对 
log 一 -> 一 了 DCR) 《74.7) 
一 本 4(5 + 4 log =) ? 


在 域内 ,使 I; 的 圆心 保持 在 圆周 le! = R; 上 而 向 两 边 顺 次 转 
A 帮 , 每 次 转动 角 , 至 多 转动 IN 次 ,得 到 总 数 不 超 过 2 的 
圆 组 成 的 区 域 Tz:， 除 分 圆 则 为 (Yh， 了 Ts RETR 


3 3 
(x, -V5 oz, < fz] «r+ ar) | 


, Nip + So & arge < p — 8a), 
如 上 逐步 递 推 后 可 知 , 对 于 Ts 中 的 任意 点 *。 只 要 c€(r),. 4 
i 充分 天 时 便 有 


ive fz) — aa! > {4 (s + ED UCR;). 


BD 


———__1_~-U R; f 
IF} -一 agl < e {hegy D (7.4.8) 


将 除外 圆 Cr): 分 为 两 类 ， (nu 与 (Cr). CY 中 所 有 的 小 贺 
EAT rA, Me BAE T: 的 边界 相交 ,由 最 大 复原 理 ， 
当 zE 《7 时 (7.4.8) 式 仍 成 立 。 注意 到 (do 中 所 有 小 男 的 直径 


不 超过 10haR; < RI, Ty 一 (>)u MERTER 


(x, - 28 < jal < R; + 28") 


nte， + Sa Sarge < Pi 一 Ba), 
所 以 在 些 区 域 上 有 


log [f Ce) — 加 | <= — 7 


证 mm 一 Rje 为 


Clz} = RDmte， 十 H a< arge < p: — 3a) 


上 的 任意 点 , 作 辐 心 二 加 


Ty: |z ~ zol < Dile — al s S5, 


EARR (ret: R Sr S(O 十 2R) LWA Th BAB 
i 的 版 离 , 至 多 移动 M= [LD] +k, EATE 


TERR. AREER {rel (二 一 29) R< r< Rif EMU 


移动 1Y, 每 次 移动 oo HER BSBA N ke UR TET A 
RE. 
如 同 以 上 的 步骤 ,可 以 证 阴 在 区 域 
D {$ -aR < iei <(9 + o)R,} 


Cp. + 9a S arge Kp, — 9a) 
上 有 


0 z) 一 a 一 一 了 jas 7.4, 
log If) 一 aol < (ore ype (7.4.9) 


a 
Dags |z] Ss OR, N Co: + lOc & argz S$ pı — ida) 
Q 
上 的 任意 点 “， 作 加 


a 
lz ~b1S En 


它 含 于 区 域 DD 内 :应 用 Cauchy 不 等 式 ; 则 
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max |f{2) — aol 


HEC a ey See) C7410) 


an; \* 
(3) 
HA (7.4.9)> (7.4.10 95 BD E EPEC 7.4.3), 

引 理 7.4. RR GHC < Jel] 之 人 Cp 二 arge < p < 二 
<n<iw,0f9< og < 2e +o), Tv = 1,2) ORME 
BF lz] = e WS. Allez, Ta Gy = 1, ORRG HM 
z= re RPT, 析 对 于 6G 的 调和 测度 ?; 则 


i x 
4 (2) 
~ 
f 


wlz, Ts OS (7.4.11) 


wlz, F GS (7.4.12) 


证 .对 于 ols, Ty, G), 内 需 作 一 自 变 数 的 倒数 变换 , 便 可 化 归 
co(2, To GAVE, Aub RB of, To G) 作 出 估计 . 
以 G ERER] < e)N Cer args < 2), M 
wlz, Ts G) ale, Ts OH 


AEB 


EH G hee 
DCist < n(-+ < argi < =), 


将 on R 4 


D 关于 调和 测度 可 参阅 Tonysan 或 Nevanlinna, 
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S: |g] = nn(-2< argg < 三 )， 
于 是 
alz, To, G} = off, 5, D). 


但 若 以 6 表示 点 5 关于 直径 (E= 0N iS y Si) 的 张 角 的 
4h $8 » Wl 


wt, Ss D) = 28 


因此 


olz, In G) SE 2 farete- 5 7 + arcte T £ | 


2 5 4.8). 48 . 
< Cl — 77) 


ale] (Gy 


= 


SH- > -oT 


引 理 7.5. 设 fs) Oa co) MBMM, O fC) 

的 一 精确 级 ， 置 U(r) = tn, Mik Bn:argz = P mim = 1,2, 3, 

402 M< mi gs< exo + 22) 为 四 条 由 原点 发 出 的 半 直 

线 ， 在 角 域 Gigi < atga < gr 与 Gip, atgz < pı ARSA 

FGDH Borel 方向 ， 若 存在 两 个 判 缠 的 有 穷 复 数 aCe = 1, 2)5 
JER pK CLR—FIIER Ri lim R; 一 s* 使 得 

mesE{p: pi < P< Pr, log {fC Rye?) 一 a| << —_U(R)} > K 


(7.4.13) 
与 
mesE{p:%3< p < gas log fC Rye"? — a2] < — UCR, )} > K’, 
. (7.4.14) 


Mi B, 与 B: 以 及 B, 与 By 的 夹 角 必 不 小 于 元- BH 
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x 
Pi 一 P =? 


w 
Cpi + 2x} 一 pi = 


证 . Ee AR eT, PA pa 一 pa < + 我 们 将 由 此 出 


发 而 导致 矛盾 . 
取 适 当 小 的 正 数 “使 


gs 一 Pı 十 20a < =, 


EAR GO = 1, 2) 内 分 别 应 用 引 理 7.3, 则 当 F 充分 大 时 ,有 


log [FÈR e0) a UR), 
_ 2 2N +N 
{4 (> 十 4leg 2)! 
| (7.4.15) 
log |f( Rye") — ay] < 一 一 一 一 一 UCR) 
{4 (5 + 4log2)} 
(7.4.16) 
以 及 对 于 0, 1 < 9< $, EHR 
(F< lz] < OR, )N Grez = gp — 10a) 
5 
(2: <l OR; )N Carge = p; + 10a) 
LA 
log | 六 | < 一 一 人 UCR;) 
fa (5 十 4log2-)} 
20 A. 
+ loge (7.4.17) 


i 
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其 中 Ny, Na A FACT AA DTA. 
ENCORE MILE, H. e" > 36, FR RBERM 


D:{( n =< je[< eR, JOG — lbe s args <= ps + 10a) 1 ， 


其 边界 记 为 .又 记 


ry rn(s< Iz! < 36R,), 


T; = Trci] = eR; J 
r= rn(iel = Ži), (7.4.18) 


T. 


i 
= 
| 
<o 
1c 
v 
ee 


若 Rie € D, 出 


4 
log PCR] < >) (Re, T, D) 


vel 
-~ max Clog |F C2) 1). (74.19) 
FEH EAA mA AA ECT i. 
记 D 为 区 域 
(ix |=| 368, ) No, 一 10a & arge & p; + 10a}, 


WRA P, r= PACs] = 36R,), 
， OR, 
r=rn(lel=%), 
ay 


4 3 
Sja (Re, Ts, D) S D o(Rje, Th, D’), 


vul wot 


应 用 引 理 7.4, 计 及 《93 + 10a) 一 (gp: 一 100) S 2x、 则 


a 


>) (Re, Tay D’) 


ood 
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从 而 
wRies, Da D) > —, 


tu le 


ea 74 还 有 
1\ oan 
+ (ey es 
wR e, Po D) & ~ ar A le pre, 


(ay 


a 
, Lr | 
y N 
wÇ Rje", Ta, D) 所 = 一 一 一 一 一 一 < 27t 


1 \ m9, Fite 

二 人 

当 了 充分 大 了 时 ,在 (7.4.17) 中 取 O = 368 
max log |f’Cz) | < —K*UCR,) 


_ 7 
K* = a 2 YY]12zxr+ma ` 
{4 (5 十 4log 2.\\ 
本 & 


R Ome” 时 有 


max log If’ C2) | <9, 
f(s) 是 有 究 正 级 整 函 数 , 当 + 充分 大 时 有 


max log If (2)| < ZET mer, P = 3m(2rsf') 


= 3 fm 2r, 上 十 m (27, H} <4m(2r,f). 


从 而 当 j 充分 大 时 有 
max log |f C2)| < 4m(2e*Ris f) < 8(2e")UCR,) 
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max log [f° Ge) | < 4mn(2e7* Raf) = 5UCR). 
将 以 上 这 些 佑 计 代 回 (7.4.19) 便 得 
log [fC Ref?) < {- K + gata, NC te =) 十 10 | 


xUCR;). 
注意 -一 一 一 一 4 之 0， 取 NN 充分 大 可 使 
Pa 一 Pı + We 
T a —i N + 
-5 4 ate" Gam) 4 196 F< -5 


Mif 
log |F (R e] < = UCR). 


BME Cle] = RN 人 (pi 一 loa Sarge RQ, + 10s) H 
分 ;有 
[FCR e891) 一 fR petm) | 


一 至。 
my VRP 


< lR;e — ü (Gj — oo), (7.4.20) 


3x -5(7.4.15),07.4.1 60484 E. 
74.2. 整 函数 的 亏 值 总 数 与 Borel 方向 总 数 


现在 我 们 证 明 
定理 7.7. 设 fe) 40 a < 00 ARE. AI SORA 


证 . MEH 3.8, AA ERRERA Eb Ei Bord 方向 ， 
因而 gl 

4 g= o 时 ,定理 的 结论 是 显然 的 . 

当 g=) kih REEE, EREA ARAS AKN 
PIRE Borl HARK. ME MERA ota 
于 是 这 时 f(z) 不 再 有 有 穷 亏 秆 ， 


= 264 - 


oh 


4 2<9<oo 时 ,假设 定理 结论 不 成 立 , 即 盖世 :于 是 可 


以 取出 FDA [2] + 1 个 互相 判别 的 有 穷 亏 什 


q 
(2 ~ 1,2, [2] + 1); 
使 得 8a, f\=3,>0, B= min 8 if) 的 9 条 
tere] 2]+1 
Borel 方向 为 Bn:args = Pu Cm = 1,2,---,g, Epp 
一) 
HESS 7.1 ,存在 一 列 正 数 R; jim Ri = co。 当 j 充分 大 时 


《以 下 的 论证 都 在 i 充分 大 时 进行 ,不 每 次 整 述 ) 使 


1 8 
ios fCRie®) 一 «,| > ite UCR;) 
(= 于 | 二 EZE 


成 立 的 PO Sp < 2 一) 值 的 集合 ,其 测度 均 大 于 正 数 


K = K(s, [2] + 1,2 } 


于 此 Ur) = 7,20) 是 f(z) 的 一 精确 级 ， 
EI AIÈ Pa < arge 二 pomy (m= l, 2y, 9) 中 至 少 有 
一 个 ,例如 Gi: Pm, < afg3 < P m 412 HE R; 的 子 序列 Ra: lim 


Ra = 00 ,使 得 弧 段 : {Rye On, Lpa Pm+1} 上 适合 关系 式 


8 
log > sine Y (Rp) 


1 
fC Rye) 一 a; | 


的 9 值 的 集合 , 其 测度 大 于 全. 


Ra, 使 0 oe jo 对 于 (@), SHAM a, HR G,, 
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数列 Ras 正 数 K = 5 应 用 引 理 73( 取 9 = 2) WENER 


{Rue pn, + 0a < p < Phn ar — Wa} 


上 有 
1 & 
log — D 5 SVEN UCRN), 
Re 
A (7.4.22) 
其 中 
M= z] tho A= et Daw og 


于 是 在 G1 内 使 不 等 式 


1 
s IK Rnet) 一 al sii UCR) 


(i > fev 2.3500 [| +1) 


之 一 成 立 的 点 z 二 Ro”, 其 F 值 构 成 集合 的 测度 至 多 为 
200 < 三 . 从 而 在 开平 面 除去 G 后 所 余下 的 4 一 1 PR 
Pm ates C paid = 1, 27,°*+, m — l, pu 十 1,-++, 4) 


中 至 少 有 一 个 :例如 G2: Pm, <i atge < Pan, +1 LAR Rī 的 子 序列 
Ras fm Rp = 005 ER EME Rees On, < PX Matt KBR 


RA 


1 
IKRne*) a1 seer UCR) 


的 中 入 构成 集合 ,其 酒 度 大 于 5 


log 


如 上 对 Fe) a2, Gos 数列 Ros K= z 应 用 引 理 7.3 则 在 弧 


BA Rp Pm, 十 Ne < p< gig 一 Mel LA 


= 166+ 


"RETA zr ma 


角 域 G 与 G RHA. BRL WARM, Pihu 


w` 


(7.4.23) 


K 
Pa, T Fmt Ay ¢ = min z PEP. 


而 考 虑 ffi E Gi; Pm, < ares 一 Fm +1 — È 与 Gii Pm, + ea args 


C Pma 对 于 所 2)， 两 个 判别 的 有 穷 复 数 a.m DRA 


r P a ld K 
Gi Gan = ay? K ~ 2g 


应 用 引 理 75, PR C 的 仁 意 边 与 Ca 的 任意 边 的 炎 角 不 小 于 


28 = (Pr, +s) 一 Pm ai —e) >. 


这 与 8 Rey ie. 
E GIUG A> ETER 


R 2 E 


(i > fo» = 3, Fa ttt [| +1) 


之 一 成 立 的 点 2= Rie*， 其 和 值 构成 集合 的 测度 宇多 为 
406 < - 2K 
gq 
从 而 在 开平 三 除去 Go G 后 所 余下 的 9 一 2 个 角 域 gn age 
< Parl i ae mom) A BDA , Alan G3: Pm, < arge =< Pm,tia 
OK Rp AFEA Ra HT a RAZMENE. wE E G 
与 Ge G HREM, 
将 此 步 又 继续 下 去 , 相应 干 


li 


PEE 


= 267 « 


co [| 十 1) 


a Ta > 
FEE [| +1 个 角 域 Com = args <= Pat 


(>= 1, 2ps., |2] + 1) 


以 及 一 列 正 数 Rgp’ lim Rfg = 00, HEE 
{R pgp Pm, + ba pE Puya — lOa) 
上 有 
1 8 
~ 
E — ` f YTN, 
FR eget a (5 +4 10x 2-)} 


XUCR rer, ) (v= 1, 2st, | + 1). (7.4.24) 


这 [4] +1 NER C, ERER EKAP. 但 是 4 条 Borel 方 


向 Ba 将 开平 面 分 为 4S Pa < args < 外 mm = l, 2, 
… ,9), 其 中 至 多 只 有 | 二] pm. HERS, BE 
推 得 矛盾 ,定理 即 得 证 ， 
定理 7.7 结论 中 的 估计 式 疡 所 2 是 精确 的 . 例如 对 于 任意 正 
整数 ,我们 可 以 举 出 有 穷 正 级 的 整 函数 ,其 有 穷 亏 值 总 数 等 于 n 
而 其 Borel 方向 总 数 等 于 27. 

Hx bon 一 1 时 cz 就 提供 了 这 样 的 例子 .er 的 级 为 1, 它 
有 一 个 有 穷 亏 值 0, 有 两 条 Borel 方向 : AME Yo 2 时 
考察 函数 


f(z) = [ea 
可 以 膨 出 ， 对 于 任意 小 的 正 数 e EFIR 


= 268 = 


Rè a a e] 
tim | ede =e * | cds = a 
Kee JO 
并 且 
fo 一 机 一 一 | edt 
= =e pem e™ dt 
nz nowt t 
=~ (1 + 0f1)). (7.4.25) 
nz 
因此 


au 


ca La, mtr 
mir, — 2+0 + oll)r cos nbad 
j— a 2r {ots 


= +a + ol) — 
Sato (4t—2)r 


类 位 地 在 角 域 


lace — 


全 一 | 二 三 一 人 一 1;2 n) 
n 1 n 


A fC) RTF o HH 
L 十 os +00). (7.4.26) 
ne 


i@= \ eed: = 


于 是 
mlr, f) = AHD 一。 


从 而 (区 的 级 为 no HA = TANTE aK = l2, a) 


= 269 « 


alan 力 = L, 


5-H. f(z) = 7" 有 27 条 Borel Hi: 
args = SRON y (k = 1, 2,°++, Ja). 
WF 


祖 据 定理 63 的 系 2, 这 些 半 直线 也 是 FCA Borel 方向 ， 再 根据 
fs 的 浙 近 性 质 (7.4.25) 与 (7.4.26) 可 知 大 的 没有 其 他 的 Bore! A 
问 ， 玉 此 f(s) 怡 有 22 条 Borel 方向 . 


7.4.3. BRR SER SS 


倘 知 我 们 很 定 有 穷 正 级 整 函 数 的 Borel 方向 数目 有 穷 ， 则 还 
tes (ak A SAR. 

定型 7.8& 设 f(s ion ix<w) PER. Ao 的 
Borel 方向 总 数 RA» 则 站 罗 的 有 穷 亏 值 总 数 p< 21. 


eH i> > 时 ， 假设 定理 结论 不 成 立 , 则 在 fl) 的 有 穷 亏 


值 中 可 有 取出 Osp <0) 个 ,互相 判别 ; 记 为 ae = 1,2, 
es p). Mid fle} 的 4 条 Borel 方向 为 Bw:args = n(n 一 l, 
2 Oe ogy Kiet ey). MAE 
E 7.7 证明 的 推理 ,相应 于 P AE ae = l, 2 P 存在 
PPAR Go < atgz < Pon LABZ, BRAD URGE 
— FER Rj lim Ri = 993 (EM {Rire spn, + le 
Lp E Pr — Wa} EA 

1 8 


log .一 一 : = - 
[ICR jet) — a] 1+4 2ye 
i 2 {4(5 +4182) 
(y= 1, Z” p) (7.4.27) 
Fit, a 为 充分 小 的 正 数 ， 


= min (过 > Bust = Pa), N= z] + 1l; 
lese \203 49 a 


UCR ye) 


#2706 


h= K ， 
8002e + Met alg 
K=K(é, po 4), Ur) = yin, CE J 和) 的 一 精确 级 . 

FORE 9S Pa, pnt Pm Pn Pp 
后 则 只 要 将 O = 1, 2 
重新 编号 即 可 ， 对 于 Gy, 和 Gull Sv <p’, Gory = Gi), BK 
fx), 复数 a, 利 Aypi 


è = min {8(a,, f) J> 
Larap" 


_ 全 
7 2 an,” 
zat { 4 6 十 1 log 2) 


K = min (Pas 一 Px.) 
lm 2 ° 


应 用 引 理 7.5， 则 G。 的 任意 边 和 Goa 的 任意 边 的 夹 朋 不 小 于 


=, BD 
a 
Te 
Prue, Carti S (y= l, 2,- 3 p 
于 是 

La x 

DO Pap — Emp) =P” p > Qn, 

r=} 
Min 


pf r 
> CPmy4, —_ Pryt) + D Pap = Pm,) > 2x, (7.4.28) 
gol vol 


但 是 上 述 不 等 式 左 端 显然 应 等 于 m. REE 4 > 时 证 明了 
定理 . 

Mac = 和 ,如 果 IORA 1A URI a. A 
f(z) 与 它 的 两 个 亏 慎 oo 与 a 应 用 引 理 7.1 可 知 存在 一 列 趋 于 oo 的 
JERK Ris 对 于 每 个 充分 天 的 į 和 i= min(8(o, De Bf a A), ft 
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log {#(Rye"*) | > 2 


gitt 


UCR) (7.4.29) 


WE 
1 a 
log TiC Rie!) — a] 一 Baty 

SOR oO So < 2x) 构成 的 两 个 集合 的 测度 都 大 于 一 
4 HAZE PTE BOK, 

由 于 1(z) 的 Borel Ae B „targe = Paim 一 1，2: q) E 
有 穷 条 , 于 是 存在 角 域 设 为 Gip < args < p: UR R, 的 子 序 
A 只 使 得 对 每 个 7 适合 


UCR;) (7.4.30) 


1 
log - -2, 
[fCRye*?} — a| pH 


PE olor < p 二 9?) 构成 的 集合 的 测度 大 于 5, 再 应 用 引 理 


7.3;, 对 于 充分 小 的 正 数 a 和 大 于 上 的 正 数 9,9 一 二 ， 当 5 充分 


大 时 在 及 域 
p: (Bi < fe] S OR; |N (gp + lDa << arez <p, 一 Ia) 
上 有 


8 
9) IN, FN, UCR;). 
met (5 + 410p Dt (7.4.31) 
FEA ON, Nos 仍 如 (7.4. 和 确定 . 
取 营 分 小 的 正 数 8 使 + 2r — p + 20a < Z. 在 gz 一 


jog |J 一 @ < 一 


ide < args <p, + 10c 十 2x 为 ,如 同 引 理 7.5， 设 六 为 待定 的 正 
RA ev > 36, SRR 


D; (Rix jz] < 5R; ) (es — 10a <& arge = p, + lje + 22), 
-e 
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EAA T. re 一 1，2,， 3,4) 由 (7?.4.18) 确 定 . 
车 Rje” Ee D, ril 


+ 


log |J Re) — a] S&S > wl Re, T, D) 


vol 


x max( log |f Cs) 一 a|). (7.4.32) 


仍 应 用 引 理 7.5 中 的 估计 
wlRie™, Ty, D) > 


. . a. aN 
wl Rje, Tz, D) Z 2e Per itie 9 


wo (Rie™, Ta D) < 2e, 
当 i ADRK ,在 (7.4.31) 中 取 O = 36, 有 
max | f (2) — a| < —K*UCR)) 


_ 8 
K* = | 
anf 4 Gs 十 4log 2) | 、 


max |f (=) “一 al =< 0, 


max log |f(2) 一 a] & ar+ m (2r, f — a) 
nite ro F 


B p= e” 时 ,有 


= 3m(2r, 1) + O(1). 
从 而 当 了 充分 大 时 ,有 
max log fC} — a| << 3m(2e"R,, f) + OCD 
<4(2e%)4U(R;), 
max log If Cz) — a| < me Ri j) + OC) 
< 4U(R;). 
将 以 上 这 些 合计 伐 画 (7.4.327， 便 得 


273。 


log [f(R,e"*) 一 a| 
< {x q gies, “Gara 4 se *| UCR). 


2 
I 
E— > — >i, 取 N 充 分 大 可 使 
注意 二 + 2e — gs + 200 
一 gas, “gare 1) 4 ge F< ie 


因此 对 于 og. — lha < p < o + lia + 2r, & 


log [f(Rye**) — |< — x UCR)). 


结合 到 C7.4.31) 可 知 在 le 一 Ri EREA fz) 一 a， 但 
是 (CR) 是 (RD 的 于 序列 ,这 与 在 |f = R; 上 和 使 (7.4.29) 成 立 的 值 
© fy A IE WO BE Se A E. 
从 定理 7.8 的 证 朋 不 难看 出 Bord 方向 数目 为 有 穷 的 条 件 可 
以 旅 宽 为 : IGO 的 记 有 Borel 方向 与 正 实 轴 的 炎 角 
yD < p< 2x) 
值 的 导 集 均 成 零 测 度 集 ， 对 于 级 


act 
2 


HOMER f(z)， 从 以 后 的 定理 8.6 的 系 2 可 以 知道 不 需要 任何 其 
他 条 件 , f(z) 不 能 有 有 穷 直入 
杨 乐 , 张 广 厚 曾经 把 定理 7.7 与 定 还 7.8 推进 到 包括 js 的 各 
级 导数 与 原 函 数 的 有 穷 非 零 亏 值 数目 的 情况 . 
关于 有 穷 下 级 的 整 栈 数 与 亚 弛 函数 ， 张 广 厚 四 曾 对 其 亏 值 数 
目 ， Julia 方向 的 数 明 与 渐 近 值 数目 疝 的 关系 作 了 较 多 的 研究 ,有 
兴趣 的 读者 请 阅读 原文 


BITE PARABLE 


近 二 十 多 第 来 ,在 亚 纯 阔 数值 分 布 理 论 的 新 发 展 中 ,许多 结果 
BAAS MS BA. 

iC) SILLA ERE, -H-ERBR. EB 
一 章 里 我 们 已 经 知道 , 称 a JG) 的 一 个 亏 值 , 若 


m( 一 一 一 
ata, == lim ” fma 
n toe Tr, D 
BA 84,9) 之 0 的 实质 又 是 什么 昵 ? 粗略 地 看 来 ， 它 是 指 对 于 
ETEA” E ERA Je| 一 ”上 f(z) 十 分 “接近 ”于 4 的 
点 必须 "很 多 ”， 在 本 童 里 我 们 将 精确 地 描述 这 个 事实 , 即 证 有 明 记 
谓 展 布 关系 ,并 论述 它 在 一 些 向 题 上 的 应 用 . 


) 


§8.1. Pélya HREM 


8.1.1, 定义 和 引 理 


为 了 以 后 的 需要 ,我 们 先 引 人 Pólya RNS. CAAH 
布 论 的 近代 研究 中 具有 重要 的 作用 .以 下 这 种 形式 的 Pólya 蜂 首 
先是 由 A.Edrei 引进 的 . 

ER BLM OTAN, 下 级 4 有 穷 ， 一 个 正 数 
序列 C) 称 为 1z) 的 5 级 Pólya 办 序列 或 简称 为 Palya 峰 ， 若 和 相 
应 地 有 三 个 序列 OD, OF), Gd 适合 条 性 


Fe 
00, -00, “Em e; —> UG; > 00), (8.1.1) 


并 且 当 reer) 时 有 


* 275 。 


re 2 SU e) (4 -Y (8.1.2) 


在 证 明 fz) 的 4 级 Polva 峰 在 在 之 前 , 我 们 建立 两 个 引 理 ， 
引 理 8.1. 设 pl), gtr) 是 在 12t PXRMERER HH, 
C1) FEAE BLA JE AL 


lim ptt) = co， (8.1.3) 
lim ve =0, (8.1.4) 
由 对 于 任 给 的 正 数 ro Sy, FEE + > ro 使 得 
FO) p Ggsrcr) (8.1.5) 
5 
PC) a OC) ; 
bu) < Ber) Gr). (8.1.6) 


证 . 由 于 (8,1.3): 夺 在 fo > fo 使 
plo) = max Ce), 
TN 


ed g (> 时 的 连续 正 值 函数 ， 并 且 满足 (8.1.4), 于 是 存在 


pim) 一 ax P 
ba) roe BG (8.1.7) 


因为 ops) 连续 ,存在 值 rs eer, 使 得 
plr) = ,max v=. max pts). 18) 
因此 (8.1.5) 成 立 ， 再 由 (3.1.7); (8.1.8)， + <u, 以 及 o0) Ei 
WARO r a 时 有 


plr r) < Pa) < plr ) 
b(t) bay) blr)” 


引 理 8.2. 设 pCO :之 n> 0 LENORE. A 
存在 数 o 和 r+ 使 得 0 三 g 二 rt， HH 


o F766 


lim 22 = oo， (8.1.9) 


res 有 


lim P 一 9, (8.1.10) 


ie pe 
则 对 于 任 绽 的 正 数 ro = ns FETE r> r 使 


f T 
P oo PA) lodira) (8.1.11) 
Fii rt 


证 .由 (38.1.9) 存 在 ri > re 使 得 


gtr) 一 max PO, i} (8.1.12) 
ti hals fi r 
根据 (8.1.10》 可 以 选取 +; 使 
四 (把 于 以 及 于 > ri (8.1.13) 
Ëi 
nar, (8.1.14) 


Bncncn<n<n, 由 于 OO 是 1 之 加 时 的 连续 两 数 ， 


存在 + 六 过 rn, EA 


POI max POD (8.1.15) 
六 上 ratar 村 
比较 (83.1.12) 与 (8.1.15) 两 式 有 
eO) = 2) (4S tS v3), (8.1.16) 
r t 


为 了 证 阴 AIO 对 于 narar 成 立 ; 我 们 注意 到 yp 人 0 
是 韭 减 的 ;于 是 由 (8.1.13),(8.1.14) 与 (8.1.12) 有 


pa) EP) ar = yarar PED. 
no 


HI 所 + 所 ri HA 
eC) PCr) g PY (8.1.17) 
F r 


r 


fi 
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联合 (8.1.16) 49 (8.1.17) BAB.) 4 aoe SRY, 
但 


于 是 (8.1.11) 对 于 te <tr, 


8.1.2. Pólya 峰 的 存在 性 ， 

定理 8.1. 设 函数 Ks) 于 开平 面 亚 纯 , 卡 级 有 穷 , 则 存在 一 个 
正 数 序列 (7) 使 得 
lim 一 co, 并且 对 于 (ft iri] EASE RIA 上 有 


ive y 


TEH <a te (ZY TOn D, (8.1.18) 
其 中 lime; = 0. 
证 ， 选 取 单 调 北 降 的 正 数 序列 e> qr pep =2,3,..). 
区 分 商 种 情况 . 
Cl) IORA A= a. 
任 到 rp 0, 当 r 取 定 后 ,我 们 将 选取 Pte 
对 于 每 个 固定 的 p HF 
tim ZP = æ, lim FD = o, 


Boron ghey fae pees 


ES 
pli) = TGs TOD, a=, 


则 它们 满足 引 理 8,1 的 条 件 , 于 是 存在 n> mal, rid) 适合 
TG.) į) < PGi) (1 at ri)» (8.1.19) 


pt 
TD s re, D aSr) (8.1.20) 
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于 是 太 (8.1.19) 与 (8.1.20) 有 
ae Ta ELY Tp Tiga jril. 1.21 
TUDES (2) Tri, f (2 tj ) (8.1.21) 


由 lime oe 一 1。 这 时 定理 结论 已 经 成 立 . 


pre 


(2) #02) 的 级 A> a, 

Woe 适当 大 使 j j HA eai a FEB ri, > 0, 4 
ni Ppt 1) 选 定 后 ， 我 们 将 选取 r. 对 于 每 个 国定 的 b H 
于 


Ge p= Taf), c= at EE router, 则 它们 满足 引 


理 8.2 的 条 件 , 于 是 存在 n> max rin) 适合 


abe; 


TOA < Teri) Ugg ). 
gery ‘pyte 
从 而 《8.1.21) 在 这 种 情况 也 成 立 ， 
582.7* BM 


8.2.1, 7* 七 数 的 定义 与 连 纺 性 


4Baernstein”" 证 明 展 布 关系 时 。 关 键 在 于 引进 了 一 个 重要 的 辅 
BHR ER MS T* OR. 后 来 T* 函数 在 最 小 模 问 题 ， Sat Be 
数 的 系数 估计 上 面 也 取得 了 应 用 .请 先 述 其 定义 , 
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定义 8.2. PRE 忒 纺 于 开平 而 亚 纯 , 不 恒 为 40。 对 于 
z = re, Or co, ORG Saw, 


mz) = sup È | log {fre} dp. (8.2.1) 


BA EEREN — e m) EEE 26 APR MR BRR 
的 . 
AE 


T C) = m*a) + NCl21, 7. (8.2.2) 
显然 TCE 
H = fa:fmz 20, ¢ 0} 
EREM HAS Or amn 
Tr, 7} = sup T*(re"), 
LERTA 
NCF, fp = T(t), 
Uem Jensen 公式 有 
1 = re" 
(rst) reve) tc 


这 里 C 为 仅 依 于 f 的 常数 ， 

T*(z) 最 重要 的 性 质 是 它 是 世上 的 连续 的 次 调和 函数 ， 在 这 
一 小 节 里 我 们 先 证 明 其 连续 性 ,为 此 需要 下 述 引 理 . 

引 理 8.3. 设 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ;不 恒 为 0, m* (2) 由 (8.2.1) 定 
Mee = re UE EEE) 20 的 可 测 集 E 使 


m*(2) = = | log Kre] dep, 


证 HOO Mah. 引 理 8.3 的 结论 是 显然 的 ， 当 
0 一 0 一 = 时 考虑 分 布 国 数 
Cr) = mesf 中 :iog [Ere] > 13. 
AB GH Æo <1 < +00 上 定义 的 非 增 证 数 , 在 每 一 点 
tA BPE, 4 r Molina +ookt, AG) 从 2 MAPS OL 于 
是 存在 点 gM acto, fF 
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Ca 十》 = l(t) = 20 < Cn), 


其 中 
iy) = Tima(e), Aln) = limi(2), 
命 
A = {p; log |f(re'?)| > a}, 
B = (q; log |f(re®)| = ths 
则 


mesd = A(t), mesB = Afr — 0}, ACB, 
在 [一 x; x] L WRG EE 
mesh = 20, ACEC#E, 
NiE (EW We 5 | BRAS EEO. 
事实 上 , 若 在 [一 x, “IL AAR F, mesF = 26, W 


| tog Cet) [dep = | {log Hire!) | — told + 264 


= 人 max{0, log [Cre | — bdp + 28t 
= | {log |#Cre")] — tohdp + 26% 


= | log |f(re¥) dẹ. 


这 就 证 明了 3 引 理 绪论， 

定理 8.2. HAR HATA ERS, KH OM AB2ODE 
XAJ TYCO HE H = {sz:1mz 20,2 0} LEEZAK. 

证 ， 对 于 每 点 “一 re Or cw, oc ese, 报 据 引 理 
8.3 FEL mx, x] 的 子 集 E, mek” = 20， 使 得 


m*a) = | log [Cre dg. 


记 Ke) = RER thle), KO 为 整 函数 ,没有 公共 零点 ， 


出 
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T*(2) = À | tog sre) lde + NC, f) 


-re 


N (7, =)= a log [fC re") |ap + C, 


my 
T(z) = E| tog Litre’) lew 
+2 | tog hee lap + CO). (8.2.3) 
x dE 
为 了 证 明 7T*(s》 在 妃 上 的 连续 性 ,区 分 两 种 情况 . 
(1) Æ z Filko AORN ARRAS A, TR 
O< R Ra co, EA log [f,Ce) | 和 和 log AC |B Rix Jel 
< R 上 的 连续 函数 设 n = reth, g 一 re, R&R 
<R, HAF 21, FER Ep, mesE,= 20, $ 


1 : : 
T* Ca = if log |jiCrie’?) dp 


i ip 
+2], toe lC) ldap + C. 


取 适 当 小 的 正 数 a, 当 ja al <8 时 :可 以 从 El BRERA 
一 个 小 集合 。， 获 得 测度 为 ?2 的 集合 Es， 仅 考虑 前 一 种 情况 
FE; 一 EUe 【后 一 种 情况 Es E e 与 此 类 似 ,) 根 据 定义 


T*(2,) > 4f log [iret dp + NCra P) 
m7 Ey 


SA] ig lhcre ide ++] tor Ifrat lap + c 
2a dE . Par JOR, 

— i ip 1 i 

一 一 | bog [fiCrae’?) dp + — | log |r) dp 
wy Ey, gE te 
Qa Je 2 


十 3. | E log tfCrie?®) [dep 
oar -E ' 


一 二 | tog 14ra") ldap + C. 
因此 
TH) — TGD < 二 | Gog Ihned 
— tog ICreej)ee + È | Cog ACn)! 


— tog lf Crac") [de — È | tow [ACre™) lde 


1 ` 
+ | log Jfr) | dp. 
2m de 


由 log |fiC2)], log js 在 Ris lz] CR, EHE 
续 竹 ,以 及 当 laalaa 时 有 
lrz— rif <8, 


mese = | 一 | < tl g." 3. 
Ri 2 2Ry 


于 是 可 使 T*(y) —T%(2) <e. 同 祥 可 证 当 laa 一 | <8 时 
有 TG Te) 之 8， 这 就 证 明了 了 T*(w) EH EES. 
(2) 在 = 平面 上 f(z) 和 Ps 有 零点 ， 
这 时 我 们 可 以 用 连续 函数 来 通 近 它们 .对 于 Ri< le] < R 
与 充分 小 的 正 数 5 有 


Chalog [OOD = 3, 下 人 tow 14C 二 te 的 leaoar 


业 似 地 可 定义 As log [h5 de log lhl]. HF log (AC) | 5 
log | f(z) | FE FU ABR, Mi 
As log ffa) | = log |frCz) | (k= 1, 2), 
以下 为 符号 简便 计 ， 我 们 命 m = log Halo m = log FAR # 
= 4, — u Tte) = T*( x50) 这 了 时 (8.2.37) 化 为 Tze) — elu) 
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== 二 { alrew)ew + > 人 are? dep, (8.2.3) 于 是 


Tx) — Clu) = a 人 Cre dp + 1f ure dep 
2x -E Fa JEL 


了 


a 


<= 1 | dsrem) dp 十 


| Ass rel? dp 
Žar CE 


L T le, Aad) — CCAsw). 


对 于 re, Ri<ir<iR,, 0 OE 选取 E’ fẹ mek” = 26, 
以 及 (8.2.3) 对 于 E 与 As 成 立 , 则 


T(z, Aye) — CUA) 一 工 | Agu(re®)dw 
a tk 


+ 4 | Auk re dp, 
Ža dce 


另 一 方面 可 以 看 出 


T*(2, az) 一 《fo 


} [ wlre™™ dp 
cE 


1 , 
一 一 utre dy +- 
Z [aiae | 


>If epr L| nCre™ dp. 
da sE Zw JCE" . 


于 是 
O< Te, Ayn) — CA) — Tla, u) + Clu) 


= = f CA gt) — a Cre de 


2a JE’ 
+ 工人 (Aaa ure) de 
Zo CE 
= a 人 《sa 一 a) Cre dp 
2x d-e 
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+ rs f (Asur — m) (re nd 多 
mt Te: 


= > {G(r, Asa) — G Cr, u) + GC, Arn) 
x 


一 Gr, m). (8.2.4) 
xa 
Cr, 4) = | arena, 


以 下 我 们 将 证 明 ` 
limGtr， Astr) = GCF, wa) (k= 1, 2) (8.2.5) 


HELE Rara R, 工 是 一 或 趋向 于 上 述 极 限 ， 由 《8.2.4) 与 
(8.2.5) 可 知 在 R S jz] < RW, 58 一 (是 TY Cs Asu) 
— CCA) HA RE, 对 于 每 个 8, Aga, 5 Ai gt; ELE 
数 ,根据 情况 人 17 2, doe) — CCA RES RR. 因此 它们 
一 致 趋 近 的 极限 图 数 T*(s,#) 一 Ctw) 也 是 连续 函数 . 

为 了 证 明 48.2.5) ,我 们 注意 到 


Ca = « 
G(r, Astr) = 1 | idi | a0| ukre? + se’ deo, 
ne a Ta -x 
但 是 对 于 0 三 1 之 有 
人 do| aire + 1e™ dea 


= \" aof uaire? + tet dea 
= E G(|r + se] su) de 


< mup, «,):]s— r+] h 
于 是 
G(r, Aug) S sup G(s, “ils — | a} C= 1, 2). 
因此 对 二 任 给 的 。 > 0， 当 3 适当 小 时 ,无论 > CR R) 中 的 
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全 么 值 都 有 
G(r, 4549 = GCr, ty) +8 (A= 1,2), 
男 一 方面 从 G(r, #w) 的 定 多 易 知 
G(r, uy) & Glr, Astr). (k= 1,2) 
这 就 证 明了 (8.2.5) 式 ， 从 而 TIC, 4) 的 连续 性 完 爹 得 证 . 


8.2.2. T* 傅 数 的 下 调和 福 


我 们 再 证 明 7Y* 全数 在 上 半 平 而 除去 不 点 外 基 下 调和 聊 数 . 
为 此 也 需要 一 个 引 理 . 

命 不 为 单位 图 贺 周 上 全 体 点 构成 的 集合 fe, 0 A < 22}, 
对 于 工 的 一 子 集 E, AE, RABBLE GE}, ERR 
{ee . euE), ， 

引 理 8.4. 若 瑟 为 了 的 一 可 测 子 集 , H O<msE< 22, WE 
在 正 数 4 使 得 当 om ema 时 有 

mes{ EN E-e} << mesE — 2e, (8.2.6) 

i. WALE—-TRE, RARES- AARMA tE 
ER, 则 当 sie SMMC IRA. 4 ERE LREN 
It, DEEH 0< a l h l a E h 2x， 使 得 aa 是 CE 
(二 了 EITEN 1H A> 2, & 是 的 密度 为 1 的 点 ， 取 
Bie bhrea. 记 夸 为 集 瑟 的 特征 函数 , 则 当 e >O 时 


[xc + eC — edd 


< |" xC + dar + 上 XG — sae + fxe + e)de 

= f XG + edt — 上 X(t 十 ajdi + Wc — sds 
-fret dare [ceo com 

由 于 a: 是 CE BEM LBA. OEE 1 的 点 ， 


1) 参阅 Haraneou[1,286 7], 
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PRHERM Ms iy ome cs 时 有 


< 
ata 
| Ddr <= 


$, pe HOTE = e. 
从 而 
F XE + DG — ad E f XG + eddi — e. (8.2.7) 
类 似 地 由 


[x 4 EC edt < fxe + edt 


十 全 X(t — ejdi + (" XCr + Jde 
可 得 l i 
("xc + E) X (t — eld = ee +e)}dt—e 
_ ‘0 < ge 8). (8.2.8) 
结合 (8.2.7),(8.2.8) 两 式 ; 当 0 三 8 之 8 时 即 有 
mes (E NE) = Mee + eit — eydt 


Ie 
= | XC: + ejdt — 2e = mesE — 2e, 


定理 8.3. 进 函 数 f(z) 于 开平 面 亚 纯 ,不 恒 为 9, 则 由 (8.2.2) 定 
MA TGE H = {2:Im: > 0, ss 中 内 是 下 调和 函数 。 


还 . 仍 记 Hz) = Ka, 其 中 ACs), f(z) 为 整 函数 ,没有 公共 


FAE (2) = log Ke) js ale) = log lhi (A= 1, 2), 
设 2 为 待定 钓 充分 小 的 正 数 ,对 于 固定 的 正 数 ” 与 实数 6, E 
所 四 一 |r + pe], afb) = arg(r 十 Pet 


再 
args <<), 
(larer | < 2 


HE 
rt pel = rpe, 
容易 看 出 rp) = r(—o), eh) = —al— g). 
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对 于 任何 前 数 v 有 
上 ere + pe dds 


D 


= KECO) 十 oCo (pee) dy. (8.2.9) 


但 是 由 (8.2.3) 可 知 , 对 于 fren rr xs 有 相应 的 
SEE mes 五 二 26 以 及 
Trew) — Clam È | Creag 
+ Z| alrend, (8.2.10) 


Hip F = CF, 
m 和 m Se PIM. APRS HS 5 k= 1,2 有 


upre t) << > KOCOT, 十 ulr pe PN] } ag. 
FHRAGS2IOSERA 
T Cre”, e) — Clad <= ( y 


1 
an 


xL {faew + fe tr Cb Je) dep hdd 
+ (LY 1 esc + Ír aalr (He dp ag. (8.2.1 1) 


命 8) 5) HE 8.4 SES EAEE, Be 充分 小 使 对 性 
BN d, KPE AOKO aS 根 
据 引 理 8.4 的 结论 有 

mes{ Ey; 人 五 -ro S mesE — 2aCp), 
FRILL C, PE 
(i) CCE ats UE sp) — CEs N Ecom). 
(ii) mjg A= CEs N En) UC, m 
med = mesE — alp) = 0 — ahh (8.2.12) 
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E B= (EBay, U E-e) — C,H 
AUB = Ex JE-wy, ANB = Eau; DE- (8.2.13) 
因为 
mes: + mesB = mes ANB) 十 mel AUB) 
== mes Baws NN Ea) + mes€ Esn UE -oty)) 
= mesEaty + mesB -at = 40, 
所 以 由 《8.2.12) 有 
mesB = I0 + ed). (8.2.14) 
i gele) 为 任 一 可 丙 函 数 8.2.13) 


| glqp)ag + | gp dp = | sled + [eee 


=Í 


Eat pe mate) 


= | sedge + | glede. (8.2.15) 
Bold) Fath) 


elpidp +4 2(pdp 
Bat pO E mole} 


1. e(pldgp + {sedo 

= L , gipjdp + L BOP ee (8.2.16) 
外 《8.2.153 与 (8.2.457 有 

i La 

2 (| + i wr (bye dep 


“Eap) 


ad (Oe 


Za 


= Lf miloedd +| urli ee 
om. an -A 


+ 工人 airCare ee + 2 | mr Cp)e ae. 


(8.2.17) 
根据 (3.2.37 FEM r(e) 208 一 ale 有 测度 为 206 ael) 
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的 集 FEF” 第 
TACKE), u) — C(u) 


— 4), MOE dp + È | Gedp (6.2.18) 
Za JE 2m JCE 


+B 
二 { aCr CE)e ay 一 max 全 | aloe}, (£.2.19} 


2 
上 式 右 端的 最 大 值 是 对 (0, 2x) 上 测度 为 X9 一 <(47) 的 所 有 的 
$k E RHI. 
于 是 由 (8.2.12):(8.2.19) 与 (8.2.18) 有 
A meag +L) eao 


一 二 | rade) dp + rode de 


ae 
as tk 
| (rel?) dp 十 二 | ur Cb) et) dp 
ave In eG 
1 


COL EEAO 


= TCC pje, u) — C(u). (8.2.20) 
同 理 有 


SECO aw +E rode ee 


Tr (petted u) — C(x). (8.2.21) 
(8.2.20) (8.2.21 EA (8.2.17 49 


元 (i 十 i AECT 


f 


+ Op * fenn HOE 


< TAAA), u) — C(u) 
+ TICA, u) — Clu), 
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再 结合 (8.2.11) 得 


T Gre”, aw) < + 『 T* Cre + pe, wdd, 
mice 


$8.3. 展 布 关系 


8.3.1. 定义 


现在 我 们 回 到 本 章 开始 时 普 提 到 的 精确 地 刻 划 亏 晤 的 问题 。 
SEERIA .Edrei 于 1965 年 引进 的 一 个 重要 概念 ， 亚 纯 计 
数 关 于 一 个 复数 的 展 布 ， 
定义 8.3. 设 Kx) 于 开平 面 亚 纯 ,下 级 4 有 穷 , op) 是 iC) 的 
一 列 上 级 Pólya 1E. Mik AC) 为 一 正 值 函数 适合 
ACr) = of TCr, 1)) (+ — oo), (8.3.1) 
对 于 每 个 r, E (~r, 1 上 确定 辐 角 值 的 集 台 B,C, a) 使 得 


CO: | Cre) — af < eth) aw 00, 
ued =i a emae geen, O82) 
再 置 
gala) = lim mesEslrj;, a) (8.3.3) 
以 及 
ola) 一 Inf ala). (8.3.4) 


这 时 的 下 确 界 是 对 满足 条 件 (8.3.1) 的 所 有 的 函数 ACOR. ola) 
称 为 函数 f(z) 关于 值 = 的 展 布 . | 
为 了 以 下 证 明 展 布 关系 的 需要 ,我 们 来 计算 一 个 积分 . 


1 rsin 4 
yil i, Pr 0) = — + ——__- S 1 
i (758) x r + 2erecos 8 + r? wt 


人 P(r, 1, 6) de = snr (8.3.5) 
6 sin Tx 
BRERRRBRHA 

i. 2’ sind 


w z -+ lzcos0 +1? 


+ A 


取 闭 围 线 了 如 下 图 所 示 ， 有 十 2zcos8 十 1 一 0 有 二 根 an = 
一 ci = 一 ee 由 残 数 定理 有 


1 ge sing 到 z” sin 8 
二 | Res oT 
x Ing? + 2zcos@ +1 fea Se, 3? 1 egos + i 


ABAP O E 一 0 时 ,在 T， 上 的 积分 趋向 于 0, 当 R — off, 
E Ta 上 汐 积 分 也 趋向 于 0， 因 此 
i f{* fain ef __Cee***) sin 8 

We P -+ 2¢cos0 + 1 di eer i a} 


[一 ! 一 < 但) 十 ao y} 
ei? — p” 
Sif BEA (8.3.5) 


8.3.2. Fee 
1965 年 A. Edt! 曾 猜 测 下 述 定 理应 该 成 立 ， 1973 年 
A, Baernstein™ 给 出 了 完全 的 证 朋 . 
定理 8.4. 设 oO TAEA, FA ALAO, EE 
Mee 扩 s) eta SEA 2Cr, f)s MHE 8.3 确定 的 
laa l 


1) 当 jg 二 0 时 ,可 以 证 明 F(a) 2a (Puga Hayiuan[2]119 1). 8.4 
LARGE. 
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cla) = min [as | arc sin Ni 
通常 称 (8.3.6) 为 展 布 关 系 . 


i. 444508 
Ca 
O << arc sim (eee <i2n 
的 情况 . 
不 失 普 遍 性 ,可 以 假设 


fO)=1, a=, 
当 (8.3.8) 个 成 立时 : 若 a 36 00, Mir 
1 

ar RD 


A 100) 所 1， 则 适当 选取 整数 不 与 常数 < 使 


f(z) = czkh(z)}, ACO) =i, 


由 (8.3.7) 有 a>, TR 


Tir f)~TCr, p) T Cr, Ads r—> om 


(8.3.6) 


(3.3.7) 


(8.3.8) 


Kn f(s), gO) 402) 只有 相同 的 下 级 «RIAA Polya 峰 . 这 


时 有 
EL Re 


E,(r, as F) = Esr, 2; p 


E,{r, 3f) 一 Eatrs co; h), 


Hi Ar) = Ar} — tlogr — log tel. 便当 一 co 时 ， 


A(r) = (TG, DE AG) 一 ofTfry g)) 
<=> Alr) = oC Tir, A)). 


于 是 


ao, p= eof co ， g), ao, 用 一 goo, A). 
ARPAN GEP p= a0, g) BC oO, pÐ = aloo, Á), 


这 就 表明 无 站 假定 (8.3.87) 成 立 ， 


ic 
2 EE 
Y= en ar 
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则 0 二 7 二 1， 设 Ar) 是 送 合 (8.3.1? 的 一 个 正 值 函数 ,里 


aj = messE rj}, ©), 


我 们 将 证 明 
limo; > 2x7, (8.3.9) 
Hid 
Er) = (8: }fCre®)| Slt, 
ECr) = (0:1 [fCre*®)] << e*}, 
则 


TCD =È] tog Cre) 140 + NC f) 
Za d Egle) 


=- 工 | log [Cried + NCrif) 
Zad Eagle) 


i ,i 
+ È |, lg Crac") d8 


ax 


= T*Crjeti) + ACri). 
结合 T*(z) < TU D 便 有 


x ijg 
im Te = 1 8.3.10 
iva T(ri, f) ( ) 
再 置 
vz) = = 0, (8.3.11) 


TC) zac U,imz =O, 

于 是 v(x) 在 Ime > 0 下 调和 ,和 且 连 续 到 边界 上 . SR 
De = {zm re” Orc R, 0G a) 

用 ov(z) 在 De 的 边界 上 的 值 作 调和 函数 Ale), 


hla) = Wore >, 8, Rds 
+ |" eRe") BC, r, 8, R)dp, 
其 中 ? 


1》 关 于 平 图 为 调和 函数 的 公式 可 参阅 Tomatepr 与 Ocrposckni{l 16H) 
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1 tsin 
Att é,R}= 一 - H 
a ) = P — lireo + r? 


_ 1 R’r sin 8 
x R4 一 2rtR cos + rr’ 
2Rrsinð | CR? 一 r’) sinp 


Blo, 7,8, R) = | Re"? 一 2r Re cosh + r? 


GATE De 内 部 应 有 ole) < kle). 
E t> 0 时 ,由 (8.3.11) 与 TY* 活 数 的 定义 有 
A) = TYE) = NCF, f), 
pli) = olee") = TH) SOTO’, f), 
URS SKPS 时 有 
o(Rei*) = T(R) < TRY). 
注意 Poisson 核 4 和 8 都 是 正 的 ,于 是 当 re” e Dr 时 有 
vlee) <| Ner, DAG, ra 0, Rat 


+ (re, DAC—1, r, 0, Rds 
+ T(R, NÍ Be, r, 8, Rdp. Q319 


从 
1R?ezr 一 2rRe!®cosO + rt]? = |(Re® 一 ref )(Rei® — re '*) |? 
Rt i R 
>(R-rý>% (o<r< R), 
《 r) > 16 ( r 2 
可 知 
BCe, r, 0, R) < 2 
ak 


(08 < x, 0< p <=, oera Ë), 


由 于 


Ri 一 ?rrRicosd + r'r = | R? _ re”) > oO, 
4 中 的 笋 二 项 是 正 的 ， 震 记 


0295 0 


p 
P l, é — n. __ rsin p .—— 
C> ra 8) = z ë + Zir cosê + r? 


Hi 
Al, + B, RS PO, r, r0), 
ALi r, B, RS PU, ra 0), 
Ay ARB GT IEA C8312 URES E 


vre) < [ver DPG, r, x 0d 


十 f TO, PPG, r, Ode + 32 (Sre, D 
_ betes ersa) (8.3.13) 


j= ry, =O) CHG, 
iy er 
TEDA + 0DF 1) (4) 
| (< (8.3.14) 


MIR p E j Re NA << +. 于 是 


0) Lin (es) 
PCr, s; >) ” (Tp 7o 
oi elel 
afr + sie™ | Si fi 
2 


CO a sh 7 E fo). 
由 上 式 和 (8,3.14), 当 0 之 6 之 x Sper HANA 


(rc, DPG, ii, 日 dt | 
= (fi + fz) TUT, PPC, si, 8)ds 
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< Tj) 4 + ($0 TOAD 


ch ng 
x 1， CY Pz, si, Adi 


fi 


< Ton DÉ A 1 oT f) 


x FY PCi, s, Odi. 


2 lco, j) i 
ELE re 一 arcsin / s <y 5635A 
ml É rE w 
| (>) Pt, 5, Odi = | "PCr, L, Aas 
= sin@rp 
sin x? a ? 


因此 对 于 o<6<e 一 致 地 有 
人 TC, PPU, s, Oa 
<T p {Ee + o(1) } G=) (8315) 
YE 


Sin + 
由 定义 
NC, 7) < (1 — 8( 00, f) + OCA))TO H (< ss), 
类 似 村 以 上 推导 对 于 0<6< * 一 致 地 有 


É 
[ NG, OPC, sis n — Oa! 


< 8005) PCr pj P= Ore 4 (1) | 


ORY g 
Cj — 90), (8.3.16) 
ARR Y 7 > æ 时 
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EUND = (HP rer D 
4; fj 
< (14+ 0C1)TCi, DE) ”一 of Tri Dh (83,17) 
r; 


在 (8.3.13) 中 取 r= s, R= s, REA (8.3.15), (8.3.16) 与 
(8.3.17) 04 一 co 有 时 对 于 OKO ce 一 致 地 有 


olse”) < Tr, i) 


x { sin @y ye + C1 一 8C00, 7}) sin (x— Oru 4 of1 ob 
Sith a7 ps ` 
但 是 由 7 的 定义 
1 — (o0, f) = cosrrp, 
再 结合 
sin Ayp = sin {arp — (x Brn} 
= sin xY pcos lr — Gren — cossy asin (e — 0ra, 
即 知 
ose) < Tri, f){ cos(a — Ora t+ of1}} 
G>o,oct¢< x). (9.3.18) 
Mf oj = msF,(r;, OE 
J = 人 :or & lar}, 
“I ASSP iit (8.3.9) TAR. LAR Re 了 为 无 限 集 。 
Fi 


1 Zi 
Crj t = se” Y 


属于 上 半 平 面 的 充 要 条 件 为 6J. 当 jE 时 ， 
T* rje t = se HY). 
将 它 代 入 (8.3.10) 有 
Ce) | 
je TOn f) 
可 是 根据 (8.3.18) 又 有 
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dan A tn 


vhi T) < T(risf){ 0s (a 一 vi) Yat o(1)} 
G EJ j 00), 


于 是 
lim Si. He 


内 而 当 0D 过 re sin Jer < 2x 时 定理 得 证 
当 $ ae sin J = Qe, WRA 2 使 得 


D< d < Sa, F) 
A 

4 m JZ ; 

a arcsin 2 < in, 


d 


Ber S: are sin Ji. 如 同 以 上 推理 可 证 


4 
= — . 
ola) = g are sin fi. 


命 4# 递增 趋向 于 4do = 2sin? A BUSH oC a) = 2, 


R.O f(z) 于 开平 面 亚 纯 ， 下 级 上 有 穷 ， 又 设 f(z) 以 a 
os <0) <0) HSH, A 


Elar t) = êl anf) > ER Ð =t, 若 


G =1,2, 
4 a Slas D 
u are sin eb < lm, (8.3.19) 
iy 
4 vif? 一 一 一 一 
二 OS™ are sin Sais f) < 2x, (8.3.20) 
# ja 2 
4299. 


证 ， 当 PIGS is oo Ay» ty 


pr 


d= min {\|,—4,[}5 
| 


IEA -aj Sea 


A= max {|ail}, 
an 


A(+) = max fi 十 log = > log C4 + 2}. 


在 条 件 C8.3.19) 下 有 2a>0, TE 
ACG) = of Tr, Dt Goo), 
REE Sj Shs 所 上 时 有 
Bi(ry a DNE a) = $, (2.3.21) 
其 中 Er, a) 由 (8.3.2) 定 你 ,事实 上 ,如 果 
BE Er, ai D NEL an) 
24 aj, a 32 00 时 ， 
dad jaj,— 43,) < lay, — fCre)| + Cret) 一 oh] 


2 
< 274 ne KH) < 区 
e 


当 a, = 00 时 ,由 

ARDS ct fire) | < Ja [+1 dtl, 
都 推出 了 了 矛盾. 
由 (8.3,21),(8.3.3) 与 (8.3.4) 可 知 


v(t} 


> o(aj) & 2m, 


应 用 定理 8.4 便 得 (8.3.20). 
当 v(f> =% 时 ,在 aG 一 1,2, -HER J 个 都 有 


J 
4 > arc sin NEG D <x 


B j=, 2 


于 是 也 有 (8.3.20)， 
(8.3.20) 称 为 总 展 布 关系 . 
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§ 8.4. 展 布 关系 的 应 用 
8.4.1. Fuchs 定理 


从 展 布 关 么 可 以 立即 得 到 的 一 个 重要 结论 是 
定理 8.5. iL KFA. FRO a. BHA) 
亏 值 为 ai =1,2,°- ,相应 的 亏 量 为 Cas 1) ae 


Sen DY 


gel 


收 敏 , 旦 其 和 数 不 超 过 max fi, VÈ wel 
证 .将 亏 信 按照 二 量 由 大 至 小 的 顺序 排列 ， 如 果 
4 a Bat, H 
p ac sin 一 全 一 


则 不 难看 出 a 是 fC 2) R GE eR. 如果 


4 las 
一 arc sjn [E < an, _ 


ot Lis 


SU) Av FA SEER 8.4 wee 
4 > ate sin J2 < 2x, (841) 
我 们 立即 得 
So DH eV? Di VF 


对 于 开平 面 亚 纯 的 有 穷 级 函数 Ka), 
SoG, DY 


HAO’ RPE O. Teichmuller™ 指出 的 ;但 到 1958 年 起 由 W .Fuchs™ 
给 出 严格 的 证 朋 ，1964 E W.K Hayman” 进一步 证 了 明了 
TE 8.5: 设 (2) TAFEA. 下 级 有 穷 ， 车 其 亏 值 为 
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ef 一 1, Z, t D 相应 的 气量 为 GE Ds RIS? FHA AER £ 
都 有 D {8(er YE Heo, PARP HG EER “， 存 在 


FRE LOWE K) FRUEN GE 
> an DIT 


发 散 . 
于 是 一 个 明显 的 问题 是 D Os D ARE RA Y? 
1966 € B. D. Merpesxo' EAR T 


> Lake D1 x 


7 一 1 log 


Ölajs 万 
然后 E.Bombieri 和 P.Ragendda 证 明了 : 车 rU) 是 在 (0, 00) 
内 定义 的 正信 函数 ,是 da ds < 00, 


S (ala, DeCola PH < >. 


1972 年 A.Weissman™ REBT 
定理 8.5” 设 Ke) FPR, SR eA 


S) (alan D) < 29, 


31=1 


如果 用 PCa) 表示 Ke) 的 导数 必 > ORREN A 0), 
杨 乐 和 张 广 厚 还 对 下 级 为 有 穷 的 整 函 数 Ke) 证 明了 


> 之 Slapp FPS < op。 


k=% p OP = 


LTE ARI A EE TR 
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8.4.2. BEE 
为 了 从 展 布 关 系 导 出 落 和 名 的 糊 圆 定理， 我 们 首先 注意 一 个 有 
起 的 初等 事实 , 
BIR 8.5. 设 上 为 适合 0 所 二 1 的 数 , 4,B 为 两 个 正 数 . 若 
A+B <x, {hil 
eas'ad + cos?#B — 2cospAcospBcospe > sin? un, (8.4.2) 
证 . C1) 我 们 首先 证 明 , 当 4 + B= x 时:(8.4.2) 成 立 . 
SAT (8.4.2 990 Ze te 


= coslud + cos px -- 2d) 


一 2casud cospxcos( ur 一 ud) 
= cosad + sin’ vd sin'uw 一 costed costax 
= cosp sin us + sin nA sin ur 
= sinue 
(2) 4 4+ B<x 时 ,无 妨 设 4 D> B. RIPE 
cos uA + cosinB 一 ReosaAcosuB coses 
> cosd + costplæe 一 4) 
一 Peospdcosul ax — A cosuer, (8.4.3) 
然而 根据 情况 C1) 的 论证 ,上 式 右 端 一 sin yr, 
为 了 证 明 (8.4.3) 式 ， 我 们 注意 当 * 在 [0, x] 上 变化 时 ，cosx 
是 递减 函数 .于 是 由 
0 pRB <i ux Ale 


有 


cosuB — cospfr — 4) > 0, (8.4.4) 

再 注意 如 果 sa + ADS > We O< eB <ul + DA 

cos aB 一 cosp(x + A) > 0, (8.4.5) 

BŽ <ule + 4) < FW cosu + A) <0, MH aB < B 
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< =, 有 cosaB > 0, 于 是 (8.4.5) 也 成 立 ， 若 alat 4) > 2 z, 
m) 

ulr + A) pr + u(r B) & 2r uB, 
从而 (8.4.5) 也 能 成 立 . 


IK EAC 8.4.4), (8.4.5) 
{cos aB — cosp(ax — AJH cosaB — cosy + A3} > 0, 


By 
i cosaB — cos afla — A>} 
x {Ccose2B + cos aia — AY) — (cos ule + A) 
+ cos pla — A} > OL 

HK 


{coszB — cosulx — AD} { cosuB + cosulx — A) 
> {cos ule + A) + cosp(x — A} {cose B — cosu(a — AD}, 
于 是 
cosinB 一 coszefa — 4) 
> 2cospacos“zAd{cosaB 一 cosu(s — AJ}, 
这 就 是 (8.4.3). 
ESE 8.6.12 Re f(z) 于 五 平面 亚 纯 , 下 级 为 «ee Op 
<1. & fz) 以 两 个 判别 的 复数 ab 为 亏 值 , 记 
u = I — 3a, f), v=1—6, fs 
则 
w+ e? Zur cosan SS sintur, (3.4.6) 
HEH uS cous BPA o=]; 4 oS coss HA 2 = 1, 
证 ， 当 六 一 0 时 ,8.4.6) 式 显然 成 立 ,所 以 无 妨 设 上 > 0。 这 
时 :根据 展 布 关系 应 有 


4 oa, f 4 ae 
p ate sin Jeb 十 arcsin [ER <o. 


/Ce 万 2 NEGD. 
2 3 


2 
= — ate si = -一 i 
A p ate sin y 2 m atc sin 


若 命 


= 304 


A>0, B00, A+BEur, 


cosd = 1 — Isin A = ] — 8a, f) = i, 


B 


cosu B=] 一 sin? =1— 64, f) =v, 


于 是 (8.4.6) 可 由 了 下 理 8.5 立即 得 到 . 
当 # COS [ome 时 ， Bt a 1) ze 1l— COS 2, 这 时 


4 Sla, 
— are sin (eb et lr, 


# 


4 a, f) 
HIE Pa arc in 3 = 0, Bl e= 1. FREY ¢ cosan 了 时 
= l, 
EE 8.6 RETA Ca. wv) RAE SHE s + 2? — Luv cosgr 
= singe 内 ,所 以 它 被 称 为 梢 贺 定 理 ， 定理 8.6 是 属于 4.Edrei 与 
W Fuchs“) 44 , 
MRE BE. RTT ARS RAREZA. Plin 


Rl. BRR) 于 开平 面 亚 纯 ,下 级 wes. E f(z) 以 


aX Sth oa, f) Sl — cosyn, Klee f(z) E-NSH. fF 
Bd, PRK SH Wie BS AAT A. 
Beh. Gi) PATH 4, WaT 
u = 1 — ĝa, f) & cos fr, 
应 用 定理 8.6 有 o=1, 期 a$, 7) =0, 
R2 OHA BRNBMREOM, FREES 
Opel, 


则 
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(8.4.7) 


了 了， 6a, 7) 


= 0 OSes 
abo | 


= 1 — sings Sal, 


对 于 尾音 gt < co) SHIBATA BB. RR Nevanlinna 第 二 
基本 定理 有 


+ cee. 


于 是 
a 1 5 1 
>) tim 7402 =x) < lim 2 m{r, r) 
i= rme TO, f) Foe Tr, f) 
Nle 4 
= lim|1 一 v(m p) + iim OC log +> 
Tra T(r, $) roe TE pD 
由 于 这 时 有 
TO PSA + or, Ns lm CD =0, 
因此 
D1 ais) S e, P). 
从 而 
. >) Ca, D Co, f). (8.4.8) 


f(z) 是 下 级 等 于 “的 整 函数 . YO <a < h aC 让 
一 工 节 1 工 一 cospkr， 根 据 系 1 应 有 80, f> =o. 从 而 


2 ea, = 0, 
MD <a <1 BY, Ba = 1 — 8(0, # = 0, o = 1 — 80,7), 
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则 和 白 (8.4.6) 应 有 of > site, HMO Se Sl, Fee > sings, 
从 而 800, F) S1— sin px， 代 回 (8.4.8) 也 得 系 2 结论 . 
《8.4.22 可 以 改写 为 
=1, Sesi 
Zela, j) (8.4.9) 


< 2 — singr, Zeas, 


深刻 的 事实 是 对 于 下 级 4 AA Ke S 1 的 亚 线 函 数 ,有 一 个 类 仆 
的 结果 .这 就 是 1973 年 A Edrei™ 在 jp# 所 1 上 肘 解决 亏 量 问题 所 
建立 的 定理 ,我 们 将 在 下 节 予 以 论述 ， 


§85. 5 8 H 


8.5.1. 亏 量 问题 及 其 变形 


亏 量 关系 的 另 一 个 重 询 应 用 是 可 以 解决 下 级 小 于 1 的 捞 纯 说 
数 的 亏 量 问 题 (参阅 Edrei). 
i KOTA. PREG. Mik FOA aff 二 1， 
2，,"…*) 汶 亏 值 ,并 且 将 它们 适当 排列 使 得 
BC ary F) = Blan f) > alan f) B+ > OL (8.5.1) 
FEAGAI G0 Se) < co)， 总 气量 定义 为 


wif) 


ACh) = $, ala, f). 


定义 8.4. 亏 量 问题 : 设 Fp ETAETA %) 的 全 体 亚 
Ci) 确定 


O(a) 一 sup ACh). 
(2) # , PAR f 如 果 使 
Ap) = D(C), (8.5.2) 
We ORAM. PBAREBRMRMEBEE? 如 果 存 在 ， 除 了 
8.52) 外 ;还 具有 蔚 些 性 质 ? 
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当 f(z) 以 a =1,2,--+, v(f)) 4S 由 展 布 关系 


vif} 


SS 4 are sin Ela, f) = 2x, 
j=, # 2 


Ca, nD 


x BS RE 4 arc sin ek <I ir, 


2 


(8.5.3) 


在 相反 的 情 


Ths Çar J) I 2sin? A = 1 一 cos&zy 于 是 由 定理 8.6 系 1.41%) 


人 #) 叭 一 的 亏 值 ,这 种 情况 简单 罚 采 ,没有 什么 更 多 讨论 的 . 


《8.5.3) 式 为 
vif} 


4 ` ate sin Rows) ss ip, 


™ Gel 


我 们 要 在 这 个 约束 条 件 下 江 求 
stf) 
A = > aa, D 


准确 的 上 界 . 
为 了 和合 这 个 问题 便于 处 理 , 记 


s = — ate vin J2 (i=1, Zena’ 


Ri 8Kai F) = 2sin? em 于 是 上 述 间 题 转 化 为 
vf 


车 DiS le, 希望 求 得 


i=l 


准确 的 上 界 ， 
据 此 可 以 提出 下 一 小 节 的 规划 问题 . 


8.5.2. 一 个 规划 问题 及 其 解答 


设 r= pl) 是 0s* 所 1 上 的 二 次 连续 可 徽 图 数 , 旦 
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pCO) = 0, pC1) = 1,400, DAE p G > 0, ep") >0, jz 
FL REAR) s = plr) = w(x )(0 Sr = 1), 


问题 Pik 
Sig Sets Sh CLR cw) 
适合 约 东 条 件 
oladi 人 一 1 
k 
DSH (>0). 
731 
FATA 


a= ($ od), 


这 旦 的 上 确 界 是 对 所 有 适合 约束 条 件 的 点 Gos eon) MEM. 
如 果 这 个 上 确 界 在 茶点 5 二 Gs ayes ERA MARRY 
最 优点 ,那么 最 优点 应 该 具备 什么 性 质 昵 ? 

为 了 解决 上 述 规 划 问 题 ,我 们 广 意 下 述 事实 - 

引 理 8.6. 在 上 述 记 号 下 若 :一 Ore Sats 5g) 是 一 个 最 优 
点 ; 则 它 至 多 只 能 有 一 个 分 量 异 于 0 和 上. 

证 ， 倘 若 引 理 绪 论 不 成 立 , 即 存在 一 个 最 惰 点 s, 它 有 两 个 或 
两 个 以 上 的 分 量 异 于 0 和 1. 例如 sn 有 

andl, 0<< a 


由 约束 条 件 有 
stas H X sn 
出 于 :是 最 优点 ,于 是 
PG) + ea) = A— > p(s). (8.5.4) 


4 || SESS NINE, SBR 
sG) = Ct ty s — by Sayre sa) 
仍然 适合 约束 条 件 ， 央 此 
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et, +) +6, 一 门 十 2 pO) <= A, (8.5.5) 


联合 (8.5.4),《8.5.5) 两 小 可 知 
GQ) = plai + t) + pln — t) 
在 :二 0 其 有 一 个 极 太 信 ; 从 而 GS oso BAE 
G”) = pCa) + oC) > 0. 
PRES AS. Moms RHE. 
引 理 8.7. 对 于 上 述 规 划 间 题 P， 最 优点 总 是 存在 的 并且 
Q) SASHA AS hy sg ey al, 
(2) 4A<k WA A= [57 十 gt 一 [H]), RPA 
示 不 超过 瑟 的 最 大 整 数 ， 这 时 最 优点 恰 有 [ 吾 ] 个 分 量 为 1, 一 个 
DEH H 一 [H] ,其 他 分 县 为 0. 
5 引 理 3.7 由 引 理 8.6 并 注意 到 mp 是 50, 1] 上 的 递增 函数 便 


可 立即 得 到 . 
引 理 8.8. ier) = L, 2, ki 2 SRS 00) 适合 约束 条 忻 


k 
sys C1 S7Sh), DoD SHE. (8.5.6) 
Fei 


a 
G) BASH, WD mw Sh 
(2) A Hk, W 


k 
Says [H] + pH ~ 1A). 
i=l 


等 号 当量 仪 当下 述 情 况 时 取 到 : 恰 有 [五] 个 分 量 为 1, 一 个 分 县 为 


pH 一 [BH1), 其 余 分 量 为 0. 
G) BG k= co Bay >0 G—1,2,-+-), m 


D>) 4 [HI + pH — [H]). 


rel 


证 ， 结 论 41 和 {2) 可 由 引 尾 8,7 直接 得 到 。 
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3 TEREG ER J H+ LERE 


Rin = Nbr) <1. (8.5.7) 


i=i+L 


由 于 DS ela) <A < oo, 所 以 这 种 选取 总 是 可 能 的 ， 


j=1 


对 于 适合 IHIN oo 的 正 整数 N, HF 
arnal G=it1,i + 2,---,N) 
与 {8.5.7); 应 用 本 引 理 (2) 的 结论 有 


N 


` x < PRm). 


ire 
以 而 
> Xi PER) <1. 
i=i+} 
注意 5 一 和 zx) 在 [0,1] 上 递增 ,于 是 
中 ( > JE Ra, = > pH <1, (8.5.8) 
f=I+1 fei+l 
记 
Ep = Saue l, (8.5.9) 


fet 


联合 (8.5.6):(8.5.8) 与 (8.5.9) 有 


DD Ce) + pln <A, 


xi( 一 1 ,2,-， ,站 与 E 者 是正 的 ,所 以 有 it l>H+? 修正 
B. 因此 在 结论 (2) 中 等 号 不 可 能 成 立 ( 当 等 号 成 立时 有 [H] 十 1 
</ AER) ,从 而 


i 


x + Em [H] + pH — [H]). 
1 


这 就 是 我 们 要 证 明 的 结 沦 ， 
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8.5.3 二 工时 气量 问题 的 解决 
定理 8.7. 设 f+) 于 开平 面 亚 纯 ,下 级 4 适合 + 7 es 1, Jit 


vif) 


AG) = 3) Blan f) <2 sin pr, (8.5.10) 


APREA G) = 2, 8 = 1, ð= 1 — inpe HRZ. 
TE, HOR 


x= gts) = 2sin? E 


在 [0, 上 二 阶 连续 可 微 ， (0) = 6, p(1) = 1, B eG), eC) 
在 C0,1D) 内 恒 为 正 。 其 道 为 


bfx) = = arc sin J> y 
PERTZA. KONGE n DO = 1; 2 RR 


WE 
vif} S 
一 = Ds atc sin ies <p 


=i 


因此 
Oa G=1,2,+--50f), 
> stots f)) SK 2p 
应 用 引 理 8.8 有 
> alai P) < lu) + 2sin? CAT MaDe 


= | + 2sin? CEDE 2 一 singe, 


FARES ME of) = 2 alaf) = 1,8€a,,f) = 1 sings 
时 成 立 . 
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(8.5.10) 式 中 等 号 确实 是 可 以 达到 的 . 


当 上 一 1 W, e Mike 1 一 上 一 1， 
S(0, e7) = glo, e7) = 1, 
4 < acl 上 时。 考虑 整 函数 


1 


Ha) = g + 5) (8.5.11) 


R=1 ~ 


BA alo, f) 一 1。 我们 将 证 朋 O) 的 级 与 下 级 均 沪 产 
aco, D =] 一 sin px, 
为 此 我 们 需要 证 明 


引 理 8.9. 才 fCz) 由 (C8.5.11) 式 给 定 ; 其 中 > <p<l, 则 对 于 
BIDDER 5， 在 9| < = 一 8 内 一致 地 有 


log Cre Y] = m SSEL pu p ofr), 


SIN pi 


(8.5.12) 
证 ， 由 (8.5.11) 有 


log f(z) = > log Q + 5) 


= 一 | resta 十 =) dolt, f= 0) 


= at, } = 0) log (a +=) 
因 沪 z<< 1, 故 


lim nÇr, f = 0) log (1 + z) 


* enti, f = u 
“+f” Heitz} ~ 


r x 
= lim #log| 1 + =) =0, 
io t 
FE 


logia) = z [PLT ee (8.5.13) 


对 于 尾 给 的 正 数 es， 当 + 大 于 运 当 大 的 正 数 r aA 
je(2,f = 0} — | < ee", 


ATA 
| “i ， 
fos fC = +n a | 
= ， "unr f= 0) ff tdt 
< sie dr + laj, +=! 
a a 
telh EST (8.5.14) 
可 以 看 出 
mpftyf 一 DJ 一 lz] ton(e, f = Od _ 
if" e+e] <f t 90), 
{h dt 
leh \" T0 
以 及 由 残 数 定 理 有 
= gtd? wz" 
一 一 2 5. 
|; Kt + 2) sin pr (85.15) 
3 z= re? E 上 | <7 BA 
VT > 
于 是 
ll dt g \° tds  __ 2er” 
-0 gle +z; > o elitr) sin ge ` 


ESS a] 二 x 一 #， 则 不 难看 出 


ttf si = 一 [8 tte, 8, 
之 2 2 


ell dt dr 人 1rd1 
' z o Kitr) 


. & 
sin — 
Iar” 


. oo. 
sin --— sin sem 
7 


在 8.5.14) 式 中 计 及 以 上 这 些 过 论 便 可 得 到 引 理 结论 . 
MAGIA LH 2), 规 在 我 们 来 计算 TO 了). 


取 充 分 小 的 正 数 8, bce 一元. 显然 
tia 


mr —4 = oo" rey] 
CD ES gth) 


~at 


< (log*M(r, MŽ. 


但 是 出 (8.5.11),(9.5.139 与 (8.5.15) 有 


log tAd Cr, D) = logftr) 


= nt, f= 0) py mr 
mal as de= (1 + o(1))— Tr 


T 


[mrsf) L| logt Cre) 149 | < 8000). 
ome as 


S| EE 8.9 有 
= i log + |j(re®) |29 


Vi as 


"öfa 
= mi, if cos pOd8 + ofr”) 


sin pew 2 d -arte 


a 
= 一 -十 a(r") 
fe S101 uw 


从 而 
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Tr, = — + of r*), (3.5.16) 


it Sin pæ 
BAS JC) 的 级 等 于 e FA 
nlr, f = 0) = C1 + ali)“ Cr co), 


可 类 
NG,f=0) = (4: + oC) x (r+ 00), 


是 
&(0,7}) =1— sin pæ, 
定理 8.8. 设 (OTH PHVA. FREES 
2 


wI 
vf) 


AG) = 3) Kap DEL (8.5.17) 


7=1 
并 且 AC) Sl 一 eesam (244 rG) = 1 MRR. 

证 .区 分 两 神情 帝 ， 

G) MOE a AFE las f) 2Pl- cos Pr， 这 时 根据 
定理 8.6 的 系 1， a 是 o 唯一 的 亏 值 ,定理 结论 已 经 成 立 ， 


(2) 1 一 cospw > B41) > 8af) Bees, 


记 
dCais f) = Ci 一 cos per) di = (2sin? ez) dis 
则 
ogil (j= 1,2,--+> vf). 

考虑 函数 
. psn 
SiT Eg 

s=] 2l, 
sin 2. 
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它 在 (0.1) 上 存在 一 阶 和 二 阶 的 连续 导数 ,在 (0, 1T) 内 9G), 
《人 ) 恒 为 正 ; 并 且 pCO) = 90, pl 一 1。 其 道 为 

= p(x) = pfx) = 7. ar sin | xt sin LT 

s= oe) = ble) = 2. atesin ( 2) 

这 时 从 展 布 关系 可 以 得 到 约束 条 件 


zir) 


SS g(a) <1, 
Jk 


应 用 引 理 8.8 有 


vefy 


Yal, 


1=1 
Mat 
D Blass Sb — cos par. 


i=l 


AT Acl, FRELARPSSRERY. EMANE. 

4e>l 时 , 亏 量 问题 尚未 解决 ， 这 是 亚 纯 国 数值 分 布 论 中 
遗留 的 一 个 重大 问题 . 

MEE SR pie FE ee 换 成 级 1，D，Drasin 与 A, 
Weitsman™ By t FEA. 

若 给 定 4 Sl, He 


2 sin = (24 一 [2117 
AD = 2 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 ， 
[2a] + 2 sin —(24—[2a}) 


2eos = (2a — [241》 
AC) = 2 [2aj +1 
ACA) = max AGAJ, ACA}, 
WU FA A AER fle) A 
Z alas f) = AQ). 
Drasin 与 Weitsman™QEHAT tE 2 > 1, Ree A SES 
数 f(z) 使 得 Dea, D= AGC). 于 是 如 果 上 述 猜 想 正确 ， 则 
ER AGA) TRB A Be FE HE. 
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